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Parte 1

Curve e Superfici






Teoria delle Curve

1.1 Prime definizioni

Definizione 1.1.1. Una curva parametrizzata é un’applicazione o : I — R C™, dove I & un
intervallo di R (aperto, chiuso, ecc...), in cui, se I non é aperto, allora v si estende ad un aperto A D 1.
Pert € I, possiamo scrivere esplicitamente in componenti

dove, ovviamente, x,y,z: R — R e sono C*°.
(t)

La traccia di o é traccia(a) = a(I) = C R3.

o) = Jim “CEN =D 1) 1) )

¢ il vettore velocita e dunque ||/ (t)] é la velocita di o in «(t).

Esempio 1. Dati P,Q € R? tali che P # Q, la retta parametrizzata ¢ o(t) = P + t@. La sua
traccia ¢ la retta affine che passa per P e Q. o/ (t) = ]@ e |l (t)]| = HI@H sono costanti.

Esempio 2. Dato a > 0, la circonferenza parametrizzata ¢ o(t) = (acost,asint,0). La traccia di

. d/(t) = (—asint,acost,0) non é costante, mentre ||/ (t)|| =a > 0 lo é.

Definizione 1.1.2. Se a : I — R3 ¢ una curva parametrizzata e o/(t) # 0 Vt € I, allora « si dice
regolare. Se o : [a,b] — R3, allora

s: a,b] — R
to— [yl (w)l] du

¢ la corrispondente funzione lunghezza d’arco. La lunghezza di o é s(b) = {(a).

Esempio 3. Presa o), = :[0,00) — R3 tale che a(t) = (acost,asint,0), si ha ||/ (t)| = a, dunque

s(t) = afcf du = ta e percio s(27) = 27a.
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Dato un intervallo [a,b], sia tg = a < t; < -+ < ty_1 < t;, = b una sua partizione & ¢ P([a, b])

k—1
P) = Z la(tiv1) — a(t;)] €R m

=  sup {lo, P }T@ / o (w)]| du
yep([a,b})
Sia « : [a,b] — R? una curva regolare. Visto che s( f |/ (u)|| du, s'(t) = ||&/(t)|| > 0. Possiamo
pensare dunque s : [a,b] — [0,/]. Poiché s & monotona ammette inversa t : [0,] — [a,b]. Si ha

percio la funzione 8 = aot : [0,£] — R tale che traccia(o) = traccia(8), 8(s) = a(t(s)) e dunque
B(s) = o (#())1'(s) = iisy = vty Quindi [18()] = 1.

Definizione 1.1.3. Sea : I — R® ¢ una curva e ||/ (t)|| = 1Vt € I, allora si dice che é parametrizzata
tramite lunghezza d’arco (p.l.a.).

Abbiamo verificato che ogni curva regolare & riparametrizzabile tramite lunghezza d’arco.
RZ — R3

(u,z) +— (acosu,asinu,z)

all’asse z. Dato b > 0 e presi i punti {(t,bt)} (retta passante per l'origine),

Esempio 4 (Eliche). Datoa > 0, v e un cilindro di raggio a attorno

a(t) = p(t,bt) = (acost,asint, bt)
¢ l’elica destrorsa (perché b > 0, altrimenti sinistrorsa) di raggio a e passo b.
o/ (t) = (—asint,acost,b) = ||/ (t)|| = Va2 +b2 >0 VteR

percio a ¢ regolare. Se Yoy [0,00) — R3, allora

.
t s S
t) = Vaz+bidu=t(s)vVa2+ b = t(s) = ———

\/a2+bz> N
<acos< i ) as'n< i > bs )
= T S 55 | 1 )
va? 4 b? Va2 +b2) Va2 +b? o

Dungque 5 ¢ p.l.a. e f(R) = traccia(f) = traccia(a) = a(R).

=
v
S~—
Il
o
—
=
v
=
Il
Q
7 N\
[

Esempio 5. Dati a,b € R\ {0}, &4 = {(a:,y,() € R3|f + 4 = 1} C RS

2188,

Vorremmo « tale che traccia(a) = Egp: (%, %) € S|4 cioe L = st e ¥ = sint, /—i—b\
con t € [0,27). Dunque o : [0,21) — R® tale che a(t) = (a cost,bsmt,()) é
\\"—b/

parametrizzata con traccia(a) = Eap-

261 & la circonferenza unitaria.

i
Esempio 6. Sia C = {(z,y,0) € R*|y? = 23} C R3: worremmo « tale che ]/
traccia(a) = C: se consideriamo la secante y = tx, allora t?x? = 3, cioé x = 12, e
y =3, ossia a(t) = (12,13,0). ‘
Esercizio 1. Sia C = {(z,9,0)|y? = 2® + 22} C R3: worremmo « curva parametrizzata tale che

traccia(a) =C: set =%, con x # 0, allora... (proseguire per Esercizio).
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Lemma 1.1.1. Se f,g: I — R3, allora (f(t) - g(t))/ = f'(t)-g(t)+ f(t)-¢'(¢).
3

Dimostrazione. Possiamo scrivere f(t) - g(t) = ; fi(t)gi(t), percio
3
(&) -g) = > [fi(®)gi(t) + fi(t)gi(D)] 0
i=1

Data (3 : I — R3 curva p.lLa., poiché ||3'(s)|| = 1, sicuramente 3'(s) € S = {z € R® : ||z|| = 1}.
D’ora in poi lo chiameremo versore tangente 7'(s) := 3'(s).

Fatto 1.1.2. Se 8: I — R3 ¢ una curva p.l.a., allora T'(s) - T(s) = 0.
Dimostrazione. Infatti, Vs T'(s) - T'(s) = 1. Per il Lemma 2T"(s) - T(s) = (T'(s) - T(s)), =0. O

Definizione 1.1.4. Se f: 1 — R3 ¢ p.La. e T(s) ¢ il suo versore tangente, allora k(s) = ||T'(s)| ¢ la
curvatura di 5 in 5(s).

1.2 Riferimento di Frenet

Definizione 1.2.1. Una curva regolare « : [a,b] — R3 si dice di Frenet, se la sua versione p.l.a.
B:[0,6] — R3 ha curvatura k(s) > 0 Vs € [0,].
Osservazione 1. Se « ¢ p.l.a., allora o = .

11 versore tangente T'(s) di una curva di Frenet ¢ tale che

T'(s) =k(s)-N(s)|, [[N(s)|=1 e N(s)L T(s) (Prima equazione di Frenet)
Definizione 1.2.2. N(s) ¢ il versore normale principale e¢ B(s) := T(s) x N(s) ¢ il versore
binormale.

Dati z,y € R3 ortogonali e di norma 1,
T
2
Dunque anche ||B(s)|| = 1. Inoltre, T'(s) - B(s) = N(s) - B(s) = 0.
Riassumendo: 3 : I — R3 curva di Frenet Lemma[L.L.1 (T'(s), N(s), B(s)) ¢ base ortonormale di R?
Vs € I, detta Riferimento di Frenet.
Poiché & un versore, N(s)- N(s) =1 = N'(s)- N(s) =0, cio¢ N'(s) € (T(s), B(s)).
Visto che T'(s) - N(s) =0, T'(s)-N(s) +T(s)-N'(s) =0, dunque 37(s) tale che
——
k(s)-N(s) - N(s)
——

1

[l <yl = llzl[ lyll sin 5 = llz[[lyll =1

N'(s) = —k(s) - T(s) +7(s) - B(s) (Seconda equazione di Frenet)

Definizione 1.2.3. 7(s) ¢ la torsione di 5 in 5(s).

Come prima, B(s) - B(s) =1 = B/(s) - B(s) =0, cioe B'(s) € (T'(s), N(s)).

Poiché N(s) - B(s) = 0, derivando T'(s) - B(s) = 0, si ha T'(s) -B{5) + T(s) - B'(s) = 0 e percio
——
kYN (s)

B'(s) € (N(s)).

Visto che T'(s) - B(s) = 0, derivando N(s)- B(s) =0, si ha N'(s) ‘B(s)+ N(s)-B'(s) =0, cioe
——
—hlYFE)+7(s) B(s)
B'(s) = —7(s) - N(s) (Terza equazione di Frenet)

Perché N || T e abbiamo visto che T/ L T.
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(s
s) = —k(s)-T(s)+ 7(s) - B(s) Sistema di equazioni di Frenet
N

Esempio 7. Sia o(t) = P + tP , con P,Q € R® ¢ P # Q, una retta parametrizzata: o (t) = ]@,
quindi ¢é regolare, T'(s HJIz E s(t) = f ||@Hdu = 75”@” —=t= ?H dungque B(s) = P+ 5”?”7
T(s)=fB(s) = % T'(s) =0 = k(s) =0. Percio a non é di Frenet (e neanche 3).

Esempio 8. Dato a > 0, sia «(t) = (acost,asint,0) una circonferenza parametrizzata. Se la interpre-
tiamo come un’elica con b =0, allora, usando quanto gia trovato sulla forma p.l.a. delle eliche,

B(s) = (a Ccos (2) ,asin (2) ,O) = T(s) = (— sin (2) , COS (2) ,0)

FAS

Iy — — Y _ain (2 \®
= L Con(2) i (2) i p)

~—~ “N(s)

k(s) N(s)
—sin (2) —cos (2) 0 Kj
B(s)=| cos(2) | x| —=sin(2) | =|0| = B'(s) =0=17(s)=0
——
0 0 1 —r(s)N(s)

‘L(— cos (5) , — sin (2) 70) = N(s) perché & un versore.

Esempio 9. Sia a(t) = (acost,asint,bt) l’elica parametrizzata di raggio a > 0 e passo b € R. Abbiamo
gia ricavato la versione p.l.a., detto ¢ = v a? + b2,

B(s) = (acos (Z) ,asin (Z) ,is) = T(s) = % (—a sin (%) , 4 COS <Z) ,b>
= T'(s) = % (— cos (Z) , —sin (Z) ,0)
N .

k(s) N(s)

cioe N(s) e perpendicolare all’asse z e punta verso di esso.

—asin (%) —cos (g)
B(s) = 1 acols) (2) | x —Slg (2) | = % (bsin <7> , —bcos <7) ,a)

b > 0 <— elica destrorsa <— 7(s) > 0.
b < 0 +— elica sinistrorsa <— 7(s) < 0.
b =0+« circonferenza +— 7(s) =0 e k(s) = 1.

Fissato a,
b—+oo a b—+oo
— 0 =— =0
7(s) (5) a’ + b?

Proposizione 1.2.1. Data o : I — R? curva regolare, ko = 0 <= (1) ¢ contenuta in una retta.
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Dimostrazione. (<) Se a(I) C P + (v), per un certo vettore v (senza perdita di generalitd) tale che
lv| =1, J ija R3 |, cioe a(I) = B(J) C P+ (v), dove 3 & la versione p.l.a. di a.
B

T(s) = B'(s) :E|f(s) v=v="T(s) =0= kg(s) =0

(=) IT'(s)|| = k(s) =0 = T(s) = f'(s) = v, per un certo v € R®.
B'(s) =v=pB(s) =s-v+5(0) € (v) + (0) che & una retta. O

Esercizio 2. Sia 3 : I — R® una curva p.l.a. tale che B(I) C S2(P) = {x € R® : ||z — P| = r}.
Mostrare che B é di Frenet, cioé che kg(s) >0 Vs € I.

Svolgimento. B(I) C S2(P) < (B(s) — P) - (B(s) — P) = r? Vs. Dunque, derivando,

T(s)- (B(s) — P) =0= T'(s)- (B(s) - P) +T(s)-T(s) =0
1

k(s): [N()-(B(s)-P)]

Percio k(s) > 0 Vs. O
Proposizione 1.2.2. Sia o : I — R? curva di Frenet:

@D 7o =0 <= a(I) & contenuta in un piano;

@ Se vale (1), allora kq € costante <= () é contenuta in una circonferenza.
Dimostrazione. (1) (:>) Senza perdita di generalita, possiamo supporre che « sia p.l.a., dunque

To =0 = Bl(5) = —7a(s) - Nu(s) =0

percid B, (s) = By, per qualche By tale che || Byl|| = 1.

T(s)-By =0 = (as) - Bo)/ =0
——

o/(s)

quindi a(s) - By =c € R=a(I) C {z € R®|z- By = c}.

piano affine
(<) Se a(l) C {& € R*|z - By = ¢} per qualche By tale che ||By|| =1 e ¢ € R, allora a(s) - By = c.
Dunque

T(s)- Bo= 0 = k(s) - (N(s) - Bo) =0 "25° N(s) - By =
—

0
Visto che B, (s) = T(s) x N(s), se consideriamo ! R che
R ’ s +—— Bp-Ba(s) e {-1,1}

¢ continua e I & connesso, allora B, (s) = £Bj Vs. Quindi
Bl(s)=0= 714(s) - N(s) =0 N2 Ta(8) =0

(XGs),y(s))
@ (<:) Se a(I) C P+  (v1,v2) , allora possiamo supporre che P sia proprio m '
——

)

base ortonormale
della giacitura W
il centro della circonferenza (supponiamo di raggio a > 0) che contiene ().
Percid a(s) = P + x(s)v1 + y(s)ve con z(s)? + y(s)? = a? = 2/(s)z(s) + ¥'(s)y(s) =0

2 2

= T(s) = d/(s) =2/ (s)v1 + ¥/ (8)vo = 1 =T(s) - T(s) = 2'(5)* + ¥/ (5)

2Per una certa funzione f unitaria, ciod f = 1.



8 CAPITOLO 1. TEORIA DELLE CURVE

= T'(s) = i%( —y/ (s)01 4+ 2/ (s)va ) = ko = |T'(s)|| = % <0

versore
(=) Da (D sappiamo che a planare <= 7, = 0. Se ko = ko > 0, allora a(s)+k—10N(s) = P(s) vorremmo
che fosse costante.
1 1
— koT (s = ——N - Rl|=— 0O
S (— KT (s) + als}Ba(5) =0 = als V() = lla(s) ~ Roll = ;-

Sia « : [0,4] — R3 curva p.l.a. di Frenet. Definiamo Vs

P'(s) = T(s) +

a(s)=A-afs)+b,con AcSOB)ebecR?

= a/(s) = A-T(s) == Ts(s)
Dunque anche & : [0,¢] — R? & p.la., percid
kz(s) - Na(s) = ka(s) - ANy(s) = kz(s) = ka(s) e Nz(s) = A Ny(s)
Bi(s) = Ts(s) x Nz(s) = (ATa(s)) x (ANa(s)) = A(Tu(s) x Na(s)) = ABq(s)
= —75(5)Nz(s) = B5(s) = ABL(s5) = —Ta ANu(s) = 74(s) = 7a(s)
Na(s)

Teorema 1.2.3 (fondamentale della Teoria delle Curve).
Se a,a : [0,€) — R3 sono curve p.l.a. di Frenet tali che kg = ko € T5 = Ta, allora 3A € SO(3) e b € R3
tali che a(s) = A-a(s) +b Vs € 0,4].

Dimostrazione. Dato che (T,(0), Na(0), Bo(0)) e (T5(0), Nz(0), Bz(0)) sono entrambe basi ortonormali,
JlA € SO(3) che manda 'una nell’altra.

Definiamo b = a(0) — A«a(0) e poi anche a*(s) = Aa(s) + b. Vogliamo
verificare che @ e o* siano la stessa curva. Evidentemente a(0) = o*(0);

inoltre w(s) T
&D(
f(s) = Ta(s) - Tax(s) + Na(s) - Nax(s) + Ba(s) - Bax(s) <3 i
f,(s) :(kaNa T + ka*T&' : Na*) + ( - k&T& + T&B&') * No++
+ Ng - (= ka*Tar + Ta» - Bar) — 7aNg - Bas — Ta+Bg - No» = 0
(I calcoli sono stati omessi e lasciati per Esercizio.)
= [(s) = f(0) = 3 = T5(s) = Tax(s), Na(s) = Na=(s) e Ba(s) = Bax(s)

a(0) = a*(0
f( ) =a(0) = a(s) = a*(s) O
a(s) = (a7)(s) Vs

Esercizio 3. Se a : [0,/] — R3 ¢& una curva p.l.a. di Frenet tale che ko = ko > 0 e 7o = 70 costanti,
allora o parametrizza la porzione di un’elica (generica).

Svolgimento. Basta costruire un’elica verticale del tipo

S . S S
B(S) = (CLCOS <M> , @ sS1n <\/m> ,bM> cona>0e bE R

Chiamiamo kg(s) = 545z e 75(s) = : vogliamo a e b tali che 355 = ko e ﬁ = 70:

_b
a?+b2-

24 p2 1 k
- I S 0 >0eb— 70

= —
@022 2102 a= [ K24 2
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Esercizio 4 (Compito 20/01/2022). Sia o : R — R® l’applicazione data da
2t
at)=(t,~=, =), teR
" < V2 3)

1. Dimostrare che a € una curva regolare;
2. Dimostrare che o é di Frenet e calcolarne la curvatura e il versore normale in ogni punto;
3. Calcolare il versore binormale e la torsione di o in ogni suo punto.

Svolgimento. 1. o (t) = (1,+/2t,1%) # (0,0,0) V¢ € R, dunque « & regolare.

2. Vorremmo ﬁ R — R® pla.e s(t) : R — R tali che 3(s(t)) = a(t).

Definiamo s(t fo o/ (u)]| du = fo + u?)du, dunque s'(t) = [[&/(t)]. Se B(s(t)) = a(t), allora
5/(3(t))3/( ) =« (t) - 5/( (t )) = s/((f)) ||Z Et;”

Osservazione 2. 5 ¢ UNA versione p.l.a. di «.

t
Se s4(t) == fj |o/ (w)]| du = / o (u)]| du+/ o/ (u)]| du = 84 = s + cq-
a 0

Ca s(t)
B(s) ~ T(s)=p'(s) ~ T'(s) =7
( (t )) '(t) = &/ (t), dunque
T(s(t)) = m(l, V2t,t%)  versore tangente in a(t) = B(s(t))
_ )
T/ (s(8))s'(t) = (HtQ) S VL) + s (0,V2,20) = 1:@2 ( ﬂtﬁ R V29
N(s(t))
— T/(s(t)) = (1+\/§2)2 N (s(t)
———
ka(s(t))
poiché k, > 0, « e di Frenet.
3.
) 1 —V/2t ) 2+t
s(t)) =T(s 5(t)) = ———5= 2l =—— [ =23 - —
B(s) = T(:0) X N(:0) = i | VA | < (127 ) = i | v v
1
1+t2( ,—vat,1)
_ _ )
B’(S(t))s'(t):(1+2tt2) (t2, —V2t,1) + 1i (2t,—V2,0) = 1+\/t;( ﬂtfﬂﬁ V)
N(s(t))
dunque 7(s(t)) = % O

Vogliamo una formula per la curvatura di una curva o : I — R? regolare non necessariamente p.l.a..
Sia 3(s) una versione p.lLa. di «, quindi tale che 8(s(t)) = a(t) V¢t € I dove s(t fto |o/ (u)|| du (dunque
s'(t) = [|&/(t)])). Deriviamo due volte Vt la relazione 8(s(t)) = a(t):

(1) =T(s(1))s'(t)

o'(t) = ( (t)).s (t)2 —I-T(s( ))s"(t) =
k(s(®)N(s(®) |/ )] + T (s(t))s" (t)
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dunque
o (t) x d'(t) = k(s(t))Ho/(t)||3£T(s(t)) X N(s(t))
B(s(t))

) xa’t) alt) x o))
BEO) = fa@ < armn — F6O) = Tamp

Esercizio 5 (Compito 15/11/2021).

Sia v : I — R3 curva di Frenet p.l.a.. Il cerchio osculatore di vy in y(sg) ¢& il cerchio C di centro P e
raggio R contenuto nel piano osculatore della curva~y iny(sg), ovvero il piano affine y(so)+(T(s0), N(so))
che “meglio approssima” «y intorno a y(sg), nel senso che valgono le proprieta:

* (s0) € C;
o posto f(s) = ||ly(s) — P||* = R?, si ha f'(s0) = f"(s0) = 0.
1. Esprimere P ed R in termini di y;
2. Sia a: R — R3 lelica data da
a(t) = (acost,asint,bt), teR,

con a € Rsg e b e R\ {0}. Sia (t), al variare di t € R, il centro del cerchio osculatore di o in
a(t). Dimostrare che 3 : R — R3 ¢& anch’essa un’elica e che scegliendo opportunamente il valore di
a in funzione di b é possibile fare in modo che la traccia di B si ottenga traslando quella di o nella
direzione dell’asse z.

Svolgimento. (1.) Poiché f(s) = (v(s) — P)(v(s) — P) — R?, f'(s0) = 2T(s0)(7(s0) — P) = 0, dunque
Y(s0) = P L T(s0) <= 7(s0) — P € (N(s0), B(s0))-

Poiché C' & contenuto nel piano osculatore, anche P lo ¢ e v(sg) — P € (T'(s0), N(s0)), dunque si ha
~v(sg) — P = z N(sg) e percio |z| = R. Adesso, derivando di nuovo,

f"(s0) = 2(k(s0)N(s0) (v(s0) — P) +T(s0) - T(s9) ) =0 =

zN(so) 1

1
= 2k(sg) +1=0= 2= —R <= k(so) = = = P =y(s0) + RN (s0)
—— R
>0

2.) Versione p.la. di o y(s) = (acos (£),asin (2),s?), con ¢ = Va2 + b2.
(2) (5) = (acos (2),asin (3) v

c c

T(s) = % <—asin (g) , G, COS (Z) ,b) = T'(s) = % (— cos <Z> , — sin (Z) ,0)

~~
k(s) N(s)

In (s) il raggio di C' ¢ R = % e il centro di C e

B(t(s)) = ~(s) + iN(s) _ (—bazcos (%) ,—l:jsin (%) si) ﬁ(t) _ (—ljcost,—bazsint, bt)

che evidentemente & un’elica. Scegliamo a = |b| e otteniamo

B(t) = (—acost,—asint,bt) = a(t + m) — (0,0, br) O

3Ricordando che t = 2.
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Esercizio 6 (Compito 15/09/2021).
Sia o« : R — R3 la curva data da

a(t) = (cosht,sinht, t), teR,

et—e?t

2

t —t
dove cosht = %

e sinht =

1. Mostrare che a € regolare e determinare una funzione liscia e invertibile s : R — R, C'°° e una
curva (3 p.l.a. tali che B(s(t)) = a(t) Vt € R;

2. Calcolare curvatura, torsione e riferimento di Frenet di o nel punto (1,0,0).

Svolgimento. 1. /(t) = (sinht,cosht, 1) # (0,0,0) Vt € R = « & regolare.

t

t t t_ e~
s(t) = / o (w)|| du = / V2 coshudu = V2sinht = —°
0 0 V2

Dunque sinht = % e, da cosh?t — sinh?¢ = 1, cosht = w% + 1, per cui: €2t —v/2set —1 =0

2s + V252 +4 2
oo V2EVEL A s [

2 V2 2

Segue t = In (% + % + 1) = sinh~* <%> e percio

2. a(0) = (1,0,0) e s(0) = 0, dunque

T(s(t))s'(t) = o/ (t) = (sinht,cosht, 1) = T(0) = \2(0, 1,1)

T'(s())s' (t)* + T(s(t))s"(t) = o’ (t) = (cosht,sinht,0) = 2k(0)N(0) = (1,0,0)
percid k(0) = 5 e N(0) = (1,0,0).

1 (Y L 1
B(O):T(O)xN(O):E i x 8 :E(O,l,—l)

Vogliamo usare la terza equazione di Frenet 7 = N’ - B.

dunque

1 1
0,1,-1) = — —

o/"(0) - B(0) = (0.1.0) . %
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Teoria delle Superfici

2.1 Prime definizioni

Spostiamo la nostra attenzione sugli “oggetti” C R>.
e Vogliamo mappe z : U C R?> — R3 C.

e Vogliamo z iniettiva: NON VOGLIAMO .

e Non vogliamo neanche punti della superficie come : in questo caso, ad esempio, non si capisce

quale sia il piano tangente nel vertice. Prese le coordinate di U nella base (u,v), se

z(u,v) = (z(u, ), y(u,v), 2(u, v))
allora indichiamo
2, = (§(0,0), P (u,0), E(w,0)) = (@ s 20)
z, = ( g (u,v), 5o (u,0), 5 (u, v)) = (T, Yo, 20)

e vogliamo z,, X z,, # 0 V(u,v) € U il che equivale a Jz ha rango 2.

, =
¢ Non vogliamo nemmeno che: O SN @ _~ /!, ossia non vogliamo che il disco si riavvicini
\

v .

indefinitivamente ad un suo punto, cioe gli intorni del punto non sono mai dei “dischetti”. Possiamo
dungque richiedere che: z7! : z(U) — U sia continua (<= z : U ~ z(U)).

Definizione 2.1.1. 2 : U — R3 mappa C*, con U C R? aperto, si dice parametrizzazione regolare
se:

1. x ¢ iniettiva;
2.z, X z,(u,v) # 0 Y(u,v) € U;
3. 71 :2(U) — U ¢ continua.

Definizione 2.1.2. ¥ C R3? si dice superficie, se VP € ¥ 3z : U — R? parametrizzazione regolare tale
che z(U) C X é un intorno di P in X.
In particolare, se z : U — R? & una parametrizzazione regolare, allora z(U) & una superficie.
Esempio 10. Il grafico di f : U — R C™, con U C R? aperto, ¢ M = {(x,y,2) € R®|z = f(z,y)}.
u — R3

. . N 0. .
Una parametrizzazione regolare é (u,0) —s (u,v,f(u,v)) C™: infatti

13



14 CAPITOLO 2. TEORIA DELLE SUPERFICI

o z ¢ iniettiva: x(u,v) = z(u,v") = (u,v) = (u/,0');

1 0 —fu 0
d E’u:(]'707fu)7 &v:(071)f’u):>£ux£v: 0 X 1 = fv 7é 0 ;'
fu fv 1 0
27l 2U)=M — U T R3 — R?

e continua perché restrizione di

(tj,v,f(u,v)) —  (u,v) (,y,2) > (2,y)

che e un’applicazione continua.

dunque T € una parametrizzazione regolare.

2.1.1 Esempi di Superfici

) .. z: U={(u,v)|u>0} — R3 s (100
Esempio 11 (Elicoide). (1, ) s (ucosv, usino, by) ’ conb#0, e C™.
S 0: R3\{asse z} — R? J (w0) = (u,0) N

ia , dunque pox(u,v) = (u,v), percio
mrs — (VR

x & iniettiva. @ é continua, quindi Ploary = 27! ¢ continua.

» = (cosv,sinv,0), z, = (—usinv,ucosv,b) # (0,0,0), visto che b # 0.
Z, &, = —ucosvsinv +ucosvsinv =0, dunque z,, X z, # 0 su U. Quindi x é
una parametrizzazione regolare e, di consequenza, l’elicoide € una superficie.

Z,

Esempio 12 (Sfera). Verifichiamo che la sfera di raggio a S? = {(x,y,z) € R®|2? +y? + 2% = da?} sia
una superficie. Prendiamo un punto (x,y,z) € S? tale che z # 0. Vale 2* = a® — 2% — 2, percio
considerati il disco aperto di raggio a Dy = {(z,y) € R*|2? +4? < a?} e la
D, — R3

(u,v) — (u,v,Va? —u?—v
gia visto che x € una parametrizzazione regolare in quanto grafico (Vedasi vecchio
Esempio). Stiamo usando che a®> — u? —v? # 0, percio z ¢ C*®. Se z < 0, allora

prendiamo z(u,v) = (u,v, —Va? — u? — v?).

Analogamente, se (z,y,z) € S? tale che y > 0, useremo la mappa z(u,v) = (u,Va? — u® —v?,v), € cosi
via... Dunque, detti A:, Ay gli emisferi, rispettivamente, superiori e inferiori, per k = x,y, 2,

mappa 2) , 8t ha (x,y,2) € (D). Abbiamo

S2=AfUAZ U A; UA, U AF UA; = S? ¢ una superficie.

Esempio 13 (Toro). Fissatia > b > 0, sia Ty il toro:

2 7
ottenuta ruotando la circonferenza C' di raggio b e centro (a,0,0) intorno all’as- !
x R? — R3
sez. Se . . , allora
(u,v) > ((a+bcosu)cosv,(a+ beosu)sinv,bsinu) s
z(R?) =: T, C R3. Notiamo pero che x non é iniettiva, mentre ‘*/tj y
(9

.Cb/

x
2 (ug ug+27) x (v, v9+27)

Verifichiamo che sia regolare: z,, x z, # 07

Ly

z, = (- (a+bcosu)sinv, (a + beosu) cosv,0)

= b(—sinu cosv, — sinusin v, b cos u)
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Visto che x,, x z, =0 <=z, || L;D e x, appartiene al piano zy, anche x, dovra appartenervi, cioe, in
particolare, bcosu = 0 = cosu = 0 = sinu = +1, seque che

z,, = £b(cosv,sinw,0) # (0,0,0)
z, = a(—sinwv, cosv,0) # (0,0,0)

ma quindi z,, - x, =0 =z, {f z, 4, dunque deve essere z, X x, # 0.

z ¢ continua? z(ug,vo) € Tap, con, ad esempio, (ug,vo) € (0,7) x (—5,%5) cosicché cosu si possa

invertire in (0,7) e sinv in (—%, %) visto che sono monotone.

x Yy z

A A

—~
Se (ug,v0) € (0,7) x (=%,%), allora (u,v) = ((a+ bcosu) cosv, (a+ beosu) sinu, bsinu ) € Tyy,
0 0
> >

Vit +y?—a : Y
u = arccos | —————— v = arcsin | —————
b /22 + Y2

dunque gfz ( ) e continua. Considerando vari altri casi, otteniamo la continuita V.
z((0,m)x(=5,5

Esempio 14 (Superfici di rotazione). o : I — R? tale che a(u) = (f(u),0,9(u)) curva regolare, con

z: IxR — R3
f(u) > 0VYu € I. Mostriamo che (u,v) — (f(u)cosv, f(u)sinv,g(u)) & una parametrizza-
N ——
T y z
R — R3

zione regolare. Nel caso di Ty si ha u — (a+bcosu,0,bsinu)

Pero se a(I) contenesse due punti che vanno nello stesso? Vogliamo che Va(ug) 31" C I sotto-intervallo
tale che a(I') € Ia(uO)ﬂ in a(l) e a, sia iniettiva.

2, = (f(w)cosv, f'(uw)sinv,g'(w) 2, =~ f(u)sinv, f(u)cosv,0)

dunque z,, -z, = f'(u)? + ¢'(u)? > 0, perché a ¢ regolare, e x, - x, = f(u)? > 0.

Poiché z,, - x, = 0 e sono entrambi non nulli, necessariamente z,, L x,, ossia x,, X x, 7 0.

Basta dimostrare che x ha inversa continua (da cui seque che, in particolare, z & iniettiva).

Sia z(ug,vo) € z(I x R) = (f"(u0),9'(wo)) # (0,0), ad esempio, f'(ug) # 0 = f monotona in un
intorno di ug = invertibile su I' intervallino aperto intorno a ug. Q(I’ X (vg — v + 7T)) > z(ug, vp).

Se z(u,v) = (z,y,2) € z(I' x (vo — €,v0 + €)), allora u = f~* (\/162 +y2). Supponendo, ad esempio,

cosv invertibile, v = arccos ( L )
/$2+y2

Esercizio 7 (Criterio del gradiente). Siano U CR3, f: U — R e fissiamo a € R. Diciamo che a ¢
un valore regolare per f, se f~1(a) =0 oppure Vpf = (f=(P), fy(P), f-(P)) # (0,0,0) VP € f(a).
Dimostrare che, se f~1(a) # 0, allora f~'(a) & una superficie.

Svolgimento. Sia P = (anyO’ZO) € f_l(a) = {(azjy,z) € R3|f(I,y7 Z) - a}' vP(f) 7& (07070) per
ipotesi, percio, senza perdita di generalita, supponiamo che f,(P) # 0 :>E|3U C R? intorno di (2, %)

- ) 3
ed 3!z : U — R tale che 220, y0) = 70 . vo— R ¢ una
f(x,y,z(x,y)) =a VY(zr,y)eU (u,v) +— (%Uaz(uav))
parametrizzazione regolare e z(U) C f~1(a) & un intorno di P in f~1(a). O

Applicazioni dell’Esercizio [T} D) S? = {(z,y,2) € R¥|2? + y* + 22 = a®}, a > 0 = (0,0,0) ¢ S2.
Se S2 = f~1(a), allora prendiamo f : R®> — R tale che f(x,y,2) = 22 +y? + 2%

fo — (21‘0,2y0,220) ;’é 0 VP= (JUOaiUOaZO) € Sg

LCioe z, ez, sono paralleli.
21a<u0) sono gli intorni di a(ug).
3Per il Teorema della funzione implicita.
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@ Tup, con a > b > 0: guardiamo “dall’alto” —— - _,/~“ y - ’

U
—_—~~
ciod Typ = f~1(b?), dove f: R3\ {asse 2} — R e UDTup = f1(0?).
(2,9, 2) — (\/x2+y2—a)2+22

Esercizio 8. Applicare il criterio del gradiente per dimostrare (di nuovo) che Ty sia una superficie.

3 f: R3 — R —1/1.2
Svolgimento. Data (2.1,2) — (\/m_ Q) 422 allora Ty p = f~1(b%).

2x 2y
Vi=|——(22+9y2—a), ———(V22 + 9% —a),2z
f <x2+y2(\/ y )\/m( y* —a) )

(r,y,2) € LW <= (Va2 +y? —a)? + 22 =%, Vf(2,9,2) =0 = 2=0= /22 +y2 =a*b#a

= =y =0,ma (0,0,0) ¢ T, 4, dunque, per il Criterio del gradiente, T, ; ¢ una superficie. O

Data una superficie M C R3, fissiamo un punto P € M:
esiste una parametrizzazione regolare z : U — R? tale che

P = z(ugp,v) € z(U). z, X z, # 0 < z,,,x, sono linearmente /
X

indipendenti e (z,,(ug, vo), Z, (1o, vo)) € un piano: potrebbe dipen-

dere da 2?7 Cioe, se y ¢ un’altra parametrizzazione regolare in P

\\j
e P=z(up,vg) = g(gg,to). Su un intorno del punto (sg, ) € ben A

definita la mappa (27 o y)(s,t) = (u(s,t),v(s,t)). u(s,t),v(s, 1)

sono C*°7? H
Supponiamo di si: y(s,t) = z(u(s,t),v(s,t)) Vs, t € y~1(z(U)).

,
Domanda: (z,,(uo, v0), 2, (uo, v0)) = (y,(s0,%0), ¥, (50, t0))

Y. = UsZy + Vs,
{5 EEZY) EEZ)) $<g87gt>:<£u7£v>

Y, = Wk, + 0L,

Ty Ty
Sia z(u,v) = (a:(u,v),y(u, U),z(u,v)); Z,,, T, sono linearmente indipendenti <= | v, ¥, | ha rango 2
Zu Ry

suU.

Supponiamo, senza perdita di generalita, det < v

) # 0 in un intorno di (ug, vo).

Yu Yov

R3
2N
U R?

in cui 7y 0 2(u,v) = (m(u, v),y(u,v)), dunque 7y 0z : U — R? & C e det (Jﬂ'xy o g(uo,vo)) #0=
¢ invertibile con inversa C'* su un intorno di (ug, vg)

4Teorema della funzione inversa o Teorema di inversione locale.
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Vogliamo scrivere =1 o y come composizione di funzioni C'*°:

(z,y) = (moz)o(roz) (z,y) =mo (zo(roz)  (z,y)) <= z((roz) " (z,y)) = ( &y ,2(2,9))

intorno di P € intorno
di w(P)

1

z oy ey oz sidicono funzioni di transizione.

Definizione 2.1.3. Data una parametrizzazione regolare locale z in un punto P = x(ug,vg) € M, con

M C R? superficie, TpM = (x,,(uo,v0), Z,(uo,v0)) ¢ il piano tangente a M in P.

>
Esercizio 9 (Cono positivo).

Sia C = {(z,y,2) € R¥| 2 = \/22 + y2}. Dimostrare che C non ¢ una superficie. M

Svolgimento. Per assurdo, se C fosse una superficie, allora sarebbe un grafico rispetto a qualche proiezione
T € {Tgy, Tzz, Ty2 }, Ma T, € Ty, non sono iniettive su alcun intorno di (0,0,0) € C.
Infatti, (z,y,2) € C <= (—=x,y,2) € C <= (z,—y,z) € C:

7Tyz(xy Y, Z) = 7Tyz(_xv Y, Z) € sz(l" Y, Z) = 77:(;2(1') -Y, Z)

Tay: se C fosse un grafico intorno a (0,0, 0), esisterebbero 3U intorno di (0,0) e f: U — R C*° tali che

Y(u,v) € U si ha (u,v, f(u,v)) = (z,y, Va2 + y?), ciod f(u,v) = vVu? + v? che non & C* 4. O

TH ST

xz, XZI,

Definizione 2.1.4. La normale canonica a TpM ¢ sz = Na s
E2TRe-27) -

\o\

Buona definizione: sia y un’altra parametrizzazione regolare intorno a P = z(ug, vg) = y(so, to),

QS th

n (SO to) = 7(80 to) =4n (UO Uo)
T ly <y I =

Per verificare che effettivamente il segno possa essere anche negativo, supponiamo U = D.(0) = dischetto
intorno a (0,0). Prendiamo y(u,v) = z(u, —v), percio y =z, ey, = —z,, dunque

yu X yv = 1’LL X (_gv) = _iu X gv-
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Curve sulle Superfici

3.1 Approcci iniziali

Sia a : I — R? curva regolare con traccia(a) C ¥ = superficie. Suppo-
niamo 0 € I e P = a(0) € S. Scegliamo una parametrizzazione regolare
z:U — R3intorno a P € z(U) = intorno di P. Dunque a(—¢,¢) C z(U)
per qualche e > 0. 271 o o, (-ge) — R2:

S X (0)

Jm proiezione tale che 7 o z sia invertibile e C*° su un intorno di (ug,vp)
(supponiamo z(ug, vg) = P):
g_loa: (Wog)_lo(ﬂ'og)ox_l oo = (ﬂ'og)_l oMo

CCX}
a(t) = g(u(t), v(t)) = d/(t) = v/ (t)z, + V' )z, = /(0) = 4/ (0)x, (uo, vo) + v'(0)z, (uo, v0) € TpE

dunque {o/(0)|a : I — R3, traccia(a) C ¥, a(0) = P} C TpX.

Resta da dimostrare che {a/(0)|a : I — R3, traccia(a) C X, a(0) = P} D TpX:

sia v = ax,, (uo, vo) + bz, (uo, vo) € TpX per qualche a,b € R. Dunque, se a(t) = z(up + at, vo + bt), allora
a(0) = z(up,v0) = P e &/(0) = v.

Percio, TpY = {a/(0) | : I — R3, traccia(a) C ¥ o(0) = P}.

Esercizio 10. Sia ¥ C R? una superficie connessa tale che 3Q € R® appartenente a
tutte le rette normali (TpX)*+ VP € . Dimostrare che ¥ ¢ contenuta in una sfera

(di centro Q). Q 2

Svolgimento. Sia P € ¥ e sia C = ||P — @Q||: vogliamo mostrare che tutti i punti di ¥ sono a distanza C'
da Q. Possiamo decomporre ¥ = AUB,con A={Se€ ¥ : |S—-Q| #C}leB={SeX: ||S-Q| =C}.
Chiaramente A ¢ aperto, ANB = (e P € B = B # (). Per concludere, vista la connessione, ¢ sufficiente
mostrare B aperto. Se z : U — R? & una parametrizzazione regolare intorno a P, allora basta mostrare

|lz(u,v) = Q= C V(u,v) € U]

1Senza perdita di generalita, supponiamo che U sia connesso.

19
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Poiché P = z(ug, vp),

ETa(u,0) S+
a e N
52— Q) 2-Q)]=2z, -Q) =0
0
Sl —Q) 2-Qf=2z,- 2-Q) =0
——
€T (u,0) 2T
Percio ||z — Q|| = C = B ¢ aperto e, poiché X & connessa, A =) = ¥ = B. O

3.2 Prima Forma Fondamentale

Definizione 3.2.1. Data una superficie ¥ C R3, la Prima Forma Fondamentale di ¥ ¢ la famiglia
di prodotti scalari indotti sui piani tangenti:

(Ul,vg) — V17V

{Ip: TrY x TpY — R }
Pex

Fissata una parametrizzazione regolare x : U — R3 intorno a un punto P = x(ugp,v9) € 3, la
matrice simmetrica di Ip : TpX x Tp¥ — R rispetto alla base (z,(P),z,(P)) € (? g) (u,v), con

z,(P) z,(P)

v

TpY = (z,(uo,v0), 2, (up,v0)) e E, F,G : U — R funzioni C* in (u,v).

Esempio 15. Data a : (—¢,e) — % C R® curva regolare tale che traccia(a) C z(U), sappiamo che
aft) = 2 (ult), v(t)), dunque o/(t) = ' (D, (a(t)) + v/ (), (a(t)), percid

E(u, U) = 7u(u) U) lu(u? ’U)
F(u,v) = z,(u,v) - 2,(u,v) Coeflicienti della Prima Forma Fondamentale
G(u,v) = z,(u,v) - z,(u,v)

Osservazione 3. L’Esempio appena visto ci dice che la lunghezza di una curva su una superficie 3 €
determinata dalla prima forma fondamentale: se o : [a,b] — ¥ C R3 ¢ una curva regolare, allora

b b
ta) = / o/ ()] dt = / JOPE 1 20 F + (v)2G dt

Esempio 16. Per il piano affine P = P + (w1, ws), con (w1, ws) base ortonormale, con la parametriz-
RZ — R?

i h R?) = = :

(,0) — Pt uwi +vws si ha z(R%) = P, z(u,v) € P, Tyu,n)P = (w1, w2)

z, = w1 e x, = ws, il prodotto scalare é costante al variare di P, percio

E F _(wr-wr wp-w2) 1 0
F G o w2 - W1 W2 - W2 o 01

zazione regolare ~
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Esempio 17 (Cilindro). Dato C = {(z,y,2) € R®|2? + y? = 1} il ci- G '
, o : R — R3 s X, )
lindro, con parametrizzazione regolare — . ,
(u,v) +—— (cosu,sinu,v)
C = z(R?), dunque x, = (—sinu,cosu,0) ez, = (0,0,1), (ﬂ

E F\ (10 /
Fc) o1 %
Esempio 18 (Elicoide). z(R?) C R?, z(u,v) = (ucosv,usinv, bv), con b # 0:
z,, = (cosv,sinwv, 0) . <E F) B <1 0 )
z, = (—usinv, ucosv,b) F G)  \0 v+

La retta verticale (blu) sara v — z(ug, v) e derivando: z,(P) = z,(ug, vp).
La retta orizzontale (arancione) sard u — x(u,vg) e derivando:

z,(P) = z,(up, vo): segue che . /2_5\\)
i |
) \
F(u()vUO) = gu(P) : gv(P) lf \\
| /
Quindi, se  ha F' = 0, allora le sue linee coordinate sono =TT
ortogonali.
Piu in generale, se P = z(ug, vp), allora
F(ug,v
F(ug,0) = 2,(P) - 2,(P) = [2a(P)], [4(P)] cosf = cost = ——_ (1010
A \/E(UO,’U())G(UO,U())

\/E(’UO,’UO) \/G(uo,’uo)
dove 0 < 6 < 7 ¢ 'angolo tra le linee coordinate in z(ug,vg) = P.

Esercizio 11. Sia P € ¥ CR3 e x : U — R® parametrizzazione regolare e P € x(U) C X. Dimostrare
che x é conforme (cioé conserva gli angoli tra curve regolari qualunque) <= E =G ed F = 0.

Svolgimento. Consideriamo a(s) = (u(s),v(s)) e a(s) = (u(s),v(s)), dunque &/(s)

e &/(s) = (¢'(s),v'(s)). Sappiamo che:

(2 ) (s) = ()2, + v/ (s)zy

(z- a)/(s) =u

I/ ()l l&" (s)
—_—
V(W (s9240(92) (@ (5247 (97)

E questo equivale a:

| (z- a)/(s)H | (z- &)/(S)H cosO = (z- oc)/(s) Nz 62)/(3) = E(u/(s)W'(s) + ' (s)0'(s)) (3.2)

-~

VE (w240 (5)2) E (@ ()24 ()?)

(3.1) = (3.2) = cosf = cos©® — 0 =06

(:>) Se x & conforme, allora manda linee coordinate standard in linee coordinate ortogonali, dunque

z, -z, = 0 e, di conseguenza, F' = (. Consideriamo ora delle linee coordinate generiche, parametrizzate
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(s) = (uo,v0) + s(1,1) e a(s) = (ug,v0) + s(—1,1): certamente a(0) = a(0) = (ug,vp). Detto

P = z(up,vp), vale:

(z+)(0) = 2,(P) + ,(P)

(2+)(0) = —2,(P) +z,(P)
dunque 0 = &/(0) - &/(0) = (z - ) 0) - (z- oz)/ (0) = —E(uo,vo) + G(ug, vo).
Visto che cio vale ¥(ug,vp), si ha F = G. O
3.2.1 Area di regioni R

La prima forma fondamentale puo essere utilizzata anche per determinare I’area di una regione.

Definizione 3.2.2. Una regione R C X ¢ la chiusura di un aperto R C R tale che OR = R \ R¢
immagine omeomorfa di una circonferenza tramite una mappa regolare tranne un numero finito di punti:

supponiamo R C z(U) C X. Q @ ez

Definizione 3.2.3. Se 9z~ '(R) ¢ regolare a tratti, allora l'area di R ¢

Area(R) = // ||z, x z,| dudv
z=(R)

Esercizio 12. Mostrare che ||z, x z,|| = VEG — F?.

Svolgimento. Dati due vettori X = (21, 72,23),Y = (y1,¥2,y3) € R3

€1 €2 €3
XxY=det|zy x2 w3
Yi Y2 Y3
— n J—
||£u X g'UH = |7’L : (gu X &v)| =det | — Ly —
- n - || 1 0 0
— ||z, xz > =det |- 2z, —||n z, z,||=det|[0 E F EG - F?>0 O
-z, - I 0 F G

Percio, Area(R) = ffrl(R) VEG — F2dudv.
Esercizio 13. Verificare che Area(R) non dipende da x.
Svolgimento. f(s,t) = (u(s,t),v(s,t)) se e solo se y(s,t) = z(f(s,t)) = z(u(s,t),v(s,t)), dunque

y,=us-(@s0 f)+vs-(z,0f) ey, =ur-(z,0f)+v-(z,0f) percid W@W

ysth:usvt(guX§vof)+utUS(£vXguof):(usvt_utvs)guX$vof x 7 ’ 4
—_—————

det(J f)

v v
T
Us Vg %—. Xtoy
dove J f = . Dunque
Ut Ut T,
X (y(V) §* (x

tvea,(B) = [y xyldsdt= [ ey <o flldet(d ) dsde =
- y iR 7 y~H(R)

= // |z, X z,||dudv = Area,(R) O
z=1(R) B
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Esercizio 14 (Area del Toro). Determinare l’area del toro.

Svolgimento. Ricordiamo che, se z(u,v) = ((a 4+ beosu) cosv, (a + beosu)sinv, bsinu), allora il toro &
T.p = z(R?), con a > b > 0.

Teorema 3.2.1 (Pappo-Guldino). Area(T, ;) = (2rb)a2r = (27)2ab.

Detta R := z((0,2m) x (0,27)) C Tqp, notiamo che Area(R) = Area(T,;). Consideriamo dunque
R. = g((a, 21 —¢e) x (g,2m — 6)), da cui

Area(T, ) = il_l’)I(l) Area(R:)

z, = (—bsinucosv, —bsinusinv,bcosu) e z, = ( — (a + beosu)sinv, (a + beosu) cosv,0), dunque i

coefficienti della prima forma fondamentale del toro sono:

E =10 F =0, G = (a+bcosu)? = VEG — F2 = b(a + bcosu)

2m—e 2m—¢
= Area(R;) = b/ (a+bcosu) du/ dv = blau + bsinu]>™ ¢ (21 — 2¢) — (2m)%ab O
15 &g

e—0

Esercizio 15. Mostrare che una parametrizzazione regolare x € conforme e conserva le aree <=

F=G=1eF=0

U x x(0)
. . N . . P N e
Svolgimento. (<:) Abbiamo gia visto in un Esercizio che x & conforme. i

Vogliamo Area (z(R)) = Area(R), ma infatti

Area (z / VEG — F2dudv = // 1dudv = Area(R)
(:>) Poiché z e conforme, per quell’Esercizio gia visto, F =G e F = 0.

Area (B.(P)) = Area (z(B-(P))) ://E(P) VEG - F2 dudv = // Edudv

=(P)
— 1= // Edudo E(P)
Area < ( e—0

Dato che questo vale al variare di P € U, vale che E= G =1. O

3.2.2 Orientabilita

Data z : U — R® parametrizzazione regolare di ¥ C R? superficie intorno a P = x(ug,vg) € z(U) C X,

ng(P) = M(uo,vo) e ng(P)t =Tp%
- 2z % 2 - ;
Se prendiamo un’altra parametrizzazione regolare y : V' — R? intorno al punto
P =y(s0,t0) € y(V) C X, allora abbiamo la funzione di transizione 5
33

f=zloy: yH(z(U) — z7'(y(V))

(s,t) — (u(s,t),v(s,t))

dacuig:gof,quindiys:us-guof—i—vs-gvofegt:ut-guof—i—vt-gvof,dunque

ly, x y,(s0,to)ll - ny(P) =y, x y,(s0, t0) = det(J f)(z, x z, 0 f(50,t0)) = ||, X 2, (ug,v0)]| - 72(P)

2Per il Teorema della media integrale.



24 CAPITOLO 3. CURVE SULLE SUPERFICI

= ny(P) = sgn (det(J f)(s0,t0)) - na(P)

Us
Us
base y (s0,t0), ¥, (50, t0) — 2, (w0, v0), Z,,(uo, vo). In conclusione,

in cui la matrice Jacobiana di f in (sg,t0), J f = (so,t0) = ( Zt>, ¢ la matrice di cambiamento di
t

det(J f) > 0 <= ng =ny suz(U)Ny(V)
Definizione 3.2.4. Una superficie ¥ C R? si dice orientabile, se ¢ ricoperta dalle immagini di un
insieme di parametrizzazioni regolari tali che tutte le funzioni di transizione f hanno det(J f) > 0. Due
tali parametrizzazioni si dicono compatibili.

Definizione 3.2.5. Una funzione f : ¥ — R* ¢ C* in P € ¥, con 0 < k < oo e ¥ C R? superficie, se
Jx parametrizzazione regolare intorno a P tale che fox ¢ C*. In particolare, f ¢ C¥ su X, se VP € ¥
¢ CF in P.

Osservazione 4. La definizione ¢ ben posta: se P € z(U)Ny(V), cony: V — R® un’altra parametriz-
T o

zazione regolare di ¥ intorno a P, allora foy = (foz)o(z toy) & CF.
Y Y

Ck Ck
Proposizione 3.2.2. Una superficie ¥ C R ¢é orientabile <= AN : ¥ — R3 C™ tale che VP € ¥
IN(P)|| =1 e N(P)* = TpX. Una tale N ¢ detta versore normale.
Inoltre, per (<:) ¢ sufficiente che N oz sia continua (cioé C°) Va.

Dimostrazione. (:>) Poiché ¥ e orientabile, esiste una collezione di parametrizzazioni regolari a due
a due compatibili, cioe, se z,y sono due parametrizzazioni regolari intorno a P, allora ng(P) = ny(P),
> — RS
P — ng(P)
(<:) Sia N : ¥ — R3 una funzione “versore normale” tale che N oz sia continua Vz parametrizzazione
regolare. Sia fissata (a caso) una famiglia di parametrizzazioni regolari le cui immagini ricoprono .
Possiamo supporre che tutti i domini siano connessi. Dato P € z(U), vediamo se ng(P) = +N(P)
oppure ng(P) = —N(P).

dunque e No (2(u,v)) = ng(2(u,v)) = 2o (u,v) & O su U.

Tz Xz,

6: U — R3 x R3 — R
(u,v) — (ng(z(u,v)),N(z(u,v))) — ng(z(u,v))oN(z(u,v)) € {£1}

1 . 2
{1} . Sia o~ HU) %5 U -5 R3, con v R : si ha

_>
(-1} (u,0) — (v,u)

z 0 p(u,v) = z(v,u), dunque (z 0 @)y =z, 0@ e (zop)y =, 0 :

¢ continua, dunque ¢(U) = {

(Zo@) X (zop)y=—z, XL, 00
Se ny = —N su U, allora cambiamo (z,U) in (z o ¢, o1 (U)).
Quindi N ci permette di trovare una collezione di parametrizzazioni regolari di ¥ le cui immagini lo
ricoprono e sono a due a due compatibili. ]
Esercizio 16. Dimostrare che i piani affini, i grafici e le superfici del tipo f~1(a) E| sono orientabili.
Svolgimento. Piani affini: se P C R® & un piano affine, allora TpP = giac(P) C R? & costante al

: . . . N : — RS 4
variare di P € P. L’applicazione “versore normale” voluta & dunque P , %
P no
con ngy € R? tale che ng = giac(P) e ||ng|| = 1.

3Cioe con Vpf #0e P € f~(a).
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Grafici: data f : U C R* — R, I'(f) = {(z,v, f(z,v)) | (z,y) € U C R?}
U — R3
¢ il grafico di f. Dunque si ha che € una “—
; Ji Duna () = (v, )
parametrizzazione regolare tale che z(U) = I'(f). ng(z(u,v)) = ”;“X;”” (u,v)
definisce 'applicazione “versore normale” voluta, quindi F( ) & orientabile.

Superfici: in generale, ogni superficie & localmente orientabile.

Data f: U CR?® — R, vp(f) (fo(P), fy(P), f-(P)) # (0,0,0) VP € f~'(a) =%, con a € R.
In tal caso, N(P) := 5 E ;” e l'applicazione “versore normale” voluta: infatti € C'°*°, ma dobbiamo

verificare che N(P)*+ = Tpf~!(a) VP € f~'(a). Se P = x(ug,v0) € f~'(a) eun puntoe z : V— R3 ¢
una parametrizzazione regolare tale che (V') C f~!(a), con V connesso, allora f(z(u,v)) = aV(u,v) € V,
cioe

fz$u+fyyu+fzzu50 — {VP(f)$u:0

f(z(u,v), y(u,v), 2(u,v)) = a = {fx% + fyto + f220 =0

e quindi f~!(a) = ¥ & orientabile. O

Esempio 19. Il nastro di Mébius (M) non é orientabile.

Dimostrazione. Sia C C R? il cerchio di raggio 2 centrato nell’origine del piano zy. Sia M C R3 il
sottoinsieme ottenuto ruotando opportunamente il segmento L = {(0,2,0)+ (0,0,v) | — 1 < v < 1}

(0’270)
attorno all’asse z. Parametrizziamo C' in senso orario: a(u) = 2(sinw, cosu,0) e definiamo

cosu sinu 0 1 0 0 0
B(u) = | —sinu cosu 0 0 cosgy —sing 0
0 0 1 0 sing cosg 1
rotazione oraria di u rotazione antioraria di 4
(R4) intorno all’asse z (R w ) nel piano yz
£: Rx(~1,1) —s R

Dunque definiamo e, di conseguenza, M =z (R x (—1, 1)) Come

(u,v) — a(u) +vB(u)
nel caso del toro, si dimostra che M & una superficie verificando:

e z, Xz, # 0 in ogni punto;

e 2 & iniettiva ristretta a opportuni rettangolini;

-1

e sulle immagini di tali rettangolini, 7" € continua.

Dunque, per ora M & (almeno) localmente orientabile. Vediamo pero il seguente

Esercizio 17. Siano ¥ C R3 una superficie orientabile e o : [a,b] — R® una curva chiusa, cioé con
a(a) = a(b), tale che a([a,b]) € X. Se N : [a,b] — R3 ¢ continua tale che [N (t)|| =1 e N(t)* = T2
Vt € [a,b], allora N(a) = N(b).
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Svolgimento. ¥ ¢ orientabile <= 3n : ¥ — R? funzione “versore normale”. Consideriamo la mappa
v [a,b] — R {+1}
t N(1) - n(a(t) -1}

possiamo supporre N (¢) - Q(a(t)) = +1, dunque

che & continua e 1/1([@, b]) = { Senza perdita di generalita,

N(a) = n(a(a)) = n(a(b)) = N(b) O

Se, per assurdo, M fosse orientabile, allora I’Esercizio appena visto, dovrebbe applicarsi.
0,27] — R3 z

Scegliamo ; s a(t) = a(t,0) dunque N(t) = m(t, 0) # 0 ¢ un versore normale in
0
z(t,0) = a(t). Sicuramente a(u + 27) = a(u) Vu e f(u+27) = Rytor Ruyr | 0| = —5(u), dunque
R 2 1

z(u+2m,v) = z(u, —v) Y(u,v) € R x (—1,1)

da cui, derivando e valutando in (u,0),

{xu(u +27,0) = z,(u,0)

o (Ut 2m,0) = —z,(u,0) N(0) = N(0+2m) = —N(0) # N(0) 4

percio M non & orientabile. O

3.2.3 Ulteriori considerazioni sulle orientazioni

Su uno spazio vettoriale reale V', con dim V' < +00, esiste la seguente nozione di orientazione: su l'insieme
{basi} esiste la relazione di equivalenza per cui B, B’ sono concordi, se det Mg p/(Idy) > 0.

Definizione 3.2.6. Un’orientazione suV ¢ una delle due classi di equivalenza di basi concords.
La concordanza ¢ una relazione di equivalenza sulle basi di V :

O = orientazioni su V = {basi}/concordanza

Osservazione 5. R" ha un’orientazione canonica: [base canonica).

Data ¥ C R3 superficie orientabile, con una mappa “versore normale” n : ¥ — R? e fissato P € %,
n(P) determina un’orientazione O, (P) su TpX: (€, ) ¢ una base positiva di TpX se (£,7,n(P)) ¢ una
base positiva di R3. Poniamo O, (P) = [£,7] e verifichiamo che & una buona definizione: se (¢/,7) &
un’altra base positiva di TpX, allora

a c¢c O
a ¢
b d 0 :>det<b d) >0
0 01
dunque (£,7m) e (&',7') sono concordi, cioé definiscono la stessa orientazione su Tp3.
Quindi: n : ¥ — R? determina un’orientazione (come spazio vettoriale) su ogni piano tangente Tp3.
Viceversa: un’orientazione di 7pX, chiamiamola (’)( ) determina un versore normale orientato. Infatti,

se O(P) = [£,n], allora possiamo definire n(P) = ||§Xn|| L TpX: & ben definita perché, se [¢', 7] = [£, 7],
& o
Efa c o
allora o\b d = det b d = ad — bc > 0, dunque
'=al+bn . & x ad —bc £xn
=& xn =(ad—bc)é xn—= =
{n/ ~ ety fod =be) e~ Jad —be] € < u]
——

>0
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3.2.4 Derivate di curve su superfici

Dati ¥ C R? superficie, f : ¥ — R3 C®, P € Y e £ € TpX, vogliamo definire la derivata direzionale:
Def:=(fo a)/(O) , dove a : (—e,6) — X & una curva regolare tale che a(0) = P e o/(0) = £. Se

z: U — X & una parametrizzazione regolare intorno a P = z(ug, vg), allora foa = (foxz)o(z7 o a)
H,_/ A,_/

¢ liscia. a(t) =z~ oa(t) = (u(t),v(t)), @(0) = (uo, vo), dunque

§=0a(0)=(zo a) (0) = '(0)z,, (ug, vo) + v'(0)z, (ug, vo) 7ﬂl
fou
da cui S~ . )
Def = (foa)'(0) = (0)(f o), (uo,vo) +v'(0)(f o z), (uo, vo)
Osservazione 6. ( ) (0) non dipende dalla parametrizzazione regolare x.
Osservazione 7. u/(0)(f o g) uo,vo) V'(0)(f oa;) (up,vo) dipende da « solo tramite le componenti di
o/(0) rispetto alla base (z,(P),z,(P)), cio¢ u'(0) e v'(0) = D¢ f non dipende da «.
Y — RS

In conclusione, la mappa ”derivata direzionale” & ben definita e, per quanto

& — Dgf
detto, e lineare.

Definizione 3.2.7. Data una superficie orientata (3,n), l'operatore forma in un punto P € ¥ ¢

Sp: TpX — R3
f — —Déﬂ

Proposizione 3.2.3. Data una superficie orientata (3,n),
(1) Sp: TpX — TpX VP € %, cioé Sp(TpX) C TpX VP € ¥;
(2) Sp é autoaggiunto rispetto a Ip : TpX x TpX — R, cioé
Ip(Sp&,n) = (Sp€) -n =&+ (Spn) =1p(&, Spn)

Dimostrazione. (1) Vogliamo D¢n - n(P) =0 VP € ¥ e V§ € TpX. Sia dunque « : (—¢,6) — ¥ curva
regolare tale che a(0) = P e o/(0) = &, quindi
n(a(t)) -n(a(t)) =1 = —2Den-n(P) =0
z(up, vg), allora
(P) - Zyy (10, v0) = 0
(P) - 2y (10, v0) = 0

(2) Se z : U — ¥ & una parametrizzazione regolare intorno a P =
n(z(u,vo)) - ,(u,v0) =0 = =Dy (p)(n) - z,(P) +
n(z(ug,v)) - z,(uo,v) =0 = =D, (py(n) - z,(P) +

dunque z,, - Sp(z,) = Sp(z,,) - z, €, per linearita, si ha la tesi. O

\ 3

\ 3

Esempio 20. Calcolare l’operatore forma della sfera S2(0) = {x € R® : ||z|| = a > 0} CR3.

S2(0) — RS3
P — Lp

Dimostrazione. Se ea: (—e,e) — S2(0) & una curva regolare tale che a(0) = P

e o/(0) = ¢, allora
d 1

1 1
Sp(§) = —D¢n = — T t_oﬁ(a(t)) =— 3 » Ea(t) = —af = Sp = —5IdTpsg(o) vPe Si0) O

Definizione 3.2.8. Data una superficie orientata (X,n), la curvatura Gaussiana di ¥ in P € ¥ ¢
K(P) :=det Sp e la curvatura media di ¥ in P € ¥ ¢ H(P) := & traccia(Sp).
Se K =0, allora X si dice superficie piatta mentre, se H =0, allora ¥ si dice superficie minima.

Osservazione 8. La curvatum Gaussiana di S?(0) ¢ costante e vale K = a% > 0 VP € S%(0) mentre la
curvatura media ¢ H = —21 (0 1 se avessimo preso Ualtra orientazione).
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3.3 Seconda Forma Fondamentale

Definizione 3.3.1. Data una superficie orientata (X,n), la Seconda Forma Fondamentale di ¥ é la
famiglia di applicazioni bilineari simmetriche [Z_-]:

IIp: TpX xTpX — R
(5777) — IP(SPfJI) P
ex

Fissata una parametrizzazione regolare x : U — z(U) C X, con P = z(up,vp), abbiamo che
z,(P),z,(P) sono una base di TpX. La matrice associata a

. (E F . [a c (L m
Ipe<F G), Spe(b d), Hpe<m n)

E(U, ’U) = gu(u? U) ' Qu(u7 ’U)
con § F(u,v) =z, (u,v) z,(u,v) e Hp(&,n) =Ip(Sp&,n).
G(u,v) = z,(u,v) - z,(u, v)

Quindi, se £,n € TpX hanno coordinate X, Y rispetto alla base (z,,(P),z,(P)) ﬂ allora
T T
_|fa c E F _vrfa c E F
v =[G )] (r o)r=x(3) (- o)

()= Y 5) sl B

e quest’ultima ¢ una formula per calcolare la curvatura Gaussiana.

3.3.1 Significato geometrico dei valori Ilp(w,w) e ||w| = 1, con w € TpX

Date una superficie orientata (3, n) e una parametrizzazione regolare com-
patibile z : U — z(U) C X attorno a P € z(U), consideriamo n, la nor-
male associata a z, w € TpX tale che ||w| = 1 e un piano affine 7 = (w, z)
per P = z(ug,vp) contenente la retta P+ (w): vogliamo studiare 7Nz (U).
(L’obiettivo e dare delle condizioni su 7, che sara del tipo ax+by+cz = d,
affinché m N z(U) sia una curva regolare.)

Sia z(u,v) = (ac(u, v),y(u,v), z(u, v)), studiamo 1*1(77 N Q(U)): si pud trovare come luogo di zeri della
f+ U — R

() — az(u,v) + by(u, v) + cx(u,v) — d V(u,v) € U e possiamo dunque scrivere

funzione

a2 (mNzU)) = {(u,v) € U| f(u,v) = 0}

Osserviamo che, per applicare il Teorema della funzione implicita, ¢ necessario che f,, f, non si
annullino, ma infatti

> giac(n) = (a,b,¢)" = TpX

fu:(aabvc)'gu:axu"*—byu"‘rczuzo
fo=(a,b,¢) z, = axy + by, + cz, =0

quindi, se giac(m) # TpY, allora z (71' N Q(U)) ammette una parametrizzazione regolare in (ug, vg).
Senza perdita di generalita, supponiamo che f,(ug,vg) # 0, dunque, per il Teorema della funzione

4Visto che Sp¢ & autoaggiunto.

E F
5 _ T
In generale, Ip(X,Y) = X (F G) Y.
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implicita, esiste una funzione C*° t — v(t) su un intorno di ug tale che f(t,v(t)) = 0 V¢, quindi la
curva a(t) := (¢,v(t)) parametrizza ! (7 N z(U)) in (ug,vo), percid

alt) = 2(a(t)) = z(t, v(t))
parametrizza Nz (U) in P. Poiché o/ (t) = z,+v'(t)z, # 0, « & regolare e /_/\
dunque, senza perdita di generalita, possiamo supporre che «(t) sia p.l.a.: Y
se a(ug) = P, allora w = o/(ug) @ tale che ||w|| = 1. Osserviamo che

IIp(w,w) = Sp(w) - w = —Dy(n) -w=— % _ ng (a(t)) - o' (uo)

ma ng (a(t)) - /(t) = 0 percid, derivando, %‘t:uo ng(a(t)) - o/ (t) + ng(a(t)) - & (¢) = 0, dunque

Ip(w, w) = ng(aluo)) - o (o) = ny(P) - ha(P) - Na(P) = ka(P) - ny(P) - Nu(P)
——

cos ¢

con 0 < ¢ <m,ellp(w,w) =: ky(P) & detta curvatura normale di a. In conclusione,
| IIp(w,w)| = “curvatura della sezione normale nel punto P determinata da w € TpX = 7N z(U)”

con sezione normale = giac(m) = (w,ng(P)) <= 7 L ¥ in P, in cui abbiamo posto z = ng(P).
Domanda: cosa succede alle curvature delle sezioni normali facendo variare w?

Visto che Sp : TpX — TpX & un operatore Ip-autoaggiunto, 7p¥ ha una base di Sp-autovettori
Ip-ortogonali ed e diagonalizzabile. Siano appunto ej,es € TpX una base ortonormale di Tp3, per

cui Spe; = Kie;, per i = 1,2, dove k; = “autovalore di Sp” si dice curvatura principale mentre
(e;) + P = “retta affine tangente”, con (e;) C TpX, si dice direzione principale.
Se w € TpX & tale che ||w|| = 1, allora w = e; cos # + ey sin 6, percio

IIp(w,w) = Sp(ej cos@ + easinf) - (e1 cos @ + easinf) = (k1e1 cos O + kaeasinb) - (e1 cosf + e sin )

= k1082 0 + Ko sin? 0

Proposizione 3.3.1 (Formula di Eulero).
Dato P € X3, se e1,ea € TpY formano una base ortonormale per Sp, K1, ke sono curvature principali e
w = ey cos @ + ezsinf, allora I1p(w,w) = k1 cos? § + ko sin? 6.

Corollario 3.3.2. Se k1 < kg, allora k1 < Ip(w,w) < ke Yw € TpX tale che ||w|| = 1 e tutti i valori
tra kK1 e Ky sono realizzati.

Dimostrazione. Se k1 < kg, allora
2 2 .2 s 2, .2
K1c0s” 0 + kosin® € = k(1 — sin” @) + ko sin“ 0 = k1 + (ke — k1) sin” 0
e chiaramente k1 < k1 + (k2 — K1) sin? 6 < ks. O

Osservazione 9. Ogni superficie é orientabile localmente (da ng, per qualche x parametrizzazione rego-
lare). Abbiamo gia visto che K = det Sp non dipende dalla scelta dell’orientazione. Analogamente, la
curvatura Gaussiana e lo svanimento o meno di Sp | non dipendono dall’orientazione.

Definizione 3.3.2 (Classificazione dei punti sulle superfici). Data una superficie ¥ C R3,
1. se K(P) >0, allora P si dice ellittico;
2. se K(P) <0, allora P si dice iperbolico;
3. se K(P)=0eSp #0, allora P si dice parabolico;

4. se Sp=0 (= K(P)=0), allora P si dice planare.
Ciot se S, = 0 oppure S, # 0.
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Esercizio 18 (Piano affine). Dato un piano affine P in R® e il piano tangente TpP = giac(P) = ng,
con |[ngl| = 1, allora Sp =0 VP € P e dunque tutti i punti di P sono planari.

Precisazione: poiché I1(£,n) = (S€) -n =& - (Sn), possiamo riscrivere la formula
¢ m\ (a c "/E F — ¢t m\ (E F\ [a c
m n) \b d) \FF G m n) \F G)\b d

E F Ly Ty Lyt Ly

F G) Ly "Ly Ly Ly

¢ =1Ip(zy, z,) = (Spz,) -z, = —f-ng (z(uo, v0)) -z, (o, vo). Poiché ng (z(u,v)) z,(u, vo) = 0, derivando

rispetto a u e valutando in u = wg, si ha %ni(g(uo,vo)) -z, (ug, v0) + ng(P) - z,,(P) = 0 e dunque

8

¢ =ngz(P) - z,,(P)| Analogamente (Esercizio) si ricava |m = ng(P) - z,,(P) | e |n =ng(P) - z,,(P) |

2uv =vv

Esercizio 19 (Sfera). Abbiamo visto che le sfere hanno K > 0, dunque hanno tutti i punti ellittici.

RZ — R?2

Esercizio 20 (Cilindro). Data (,v) — (Rcosu, Rsinu,v)

parametrizzazione regolare, si

ha z,, = R(—sinw,cosu,0) e z, = (0,0,1), dunque

L T
—sinu 0 X 1L
I~
z, Xz, =R| cosu | x [0] = R(cosu,sinu,0) = ny = —+——— = (cos u,sinu,0) T

S E F\ (R* 0 . ¢ m\ _ ((cosu,sinu,0)  R(—cosu,—sinu,0) = —-R 0 vindi
P Fa) \o 1)%\m n)~ 0 0) 1

-1 1 1
Ms, = E F L m _ (7 0\ ([—R O _ (- 0
F G m n 0 1 0 O 0 O
dunque z,, e z,, generano le direzioni principali. Le curvature principali sono —% e 0. In conclusione,

1

Mg, = <_()R 8) #0 e K(P) =0, dunque tutti i punti del cilindro sono parabolici.

=

. ; 3
Esercizio 21 (Elicoide). Data z: RooxR R .
(u,v) > (ucosv,usinv,bv

regolare, si ha x,, = (cosv,sinv,0) e z, = (—usinv,ucosv,b), dunque

z, X z, = (bsinv, —bcosv,u) = ||z, X z,|| = V> + u?

) con b > 0, parametrizzazione

. (E F 1 0 :
percio <F G> = (0 b2+u2> en = b21+u2(bsmv,—bcosv,u). ¢t=n-z, =mn-(000) =0,
m=n-x,, =n-(—sinv,cosv,0) = —\/b2b+7u2 en =z, T, =n-(—ucosv,—usinv,0) = 0, dunque
0 o b
H:(E m>:< 5 Vlg“ﬂ),perci(‘)
men Ve
-1 0 ___ b
E F { m 1 0 { m Vorta?
SP:FG m n) \0 s/ \m n) |-t 0
b2+u? (b2+u2)3

da cui si ottiene che H = %traccia(S) = 0, percio lelicoide é una superficie minima, e anche che
K =detSp = —ﬁ < 0, quindi tutti i punti sono iperbolici. Da cio, le curvature principali sono

_ b
R1 - kK2 = 02 +u2)2 N b
K1+ ko=0 ' b2 + u?
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Esercizio 22 (Toro). Classificare i punti del toro Tqp, con a > b > 0.

: z: R — R3 o

Svolgimento. Data una . . parametrizzazio-

(w,v) — ((a+bcosu)cosv,(a+ beosu)sinv, bsinu)
ne regolare, si ha z, = —b(sinwu cosv,sinusinv, — cosu) e z, = (a + bcosu)(—sinv, cosv, 0), dunque

2 2
E=gz,-z,=b, F=2,-2,=0, G=z, -z,=(a+bcosu)
el €2 €3

z, Xz, = —b(a+bcosu) [sinucosv sinusinv —cosu| = —b(a + bcosu)(cosucosv,cosusinv,sinu)

—sinv COS v 0

x, X I, . .
= n= = —(cosu cosv, cosusin v, sinu)
2, % z, |
t=n-z,,=n-(—b)(cosucosv,cosusinv,sinu) =b
m=mn-x,, =n-(—bsinu)(—sinv,cosv,0) =0
n=mn-z,, = (a+bcosu)n - (—cosv,—sinv,0) = (a + bcosu) cosu
-1
M (E F) <€ m) = 0 (b 0 > (é 0 >
Sp = = 1 = cosu
F G m n 0 Gipeoswz ) \0 (a+bcosu)cosu 0 Feosu
1 . , . . . . N

dunque k1 = 3 e k2 = - Jfl?igsu Poiché b # 0, S # 0 e dunque non ci sono punti planari. Poiche

COS U
a+bcosu

a>b>0,sgn( ) = sgn(cosu), vale che:

K =0 <= u = %7 che sono dunque punti parabolici.
K >0 <= —7 <wu < 7 che sono dunque punti ellittici.
K<0+= §<u< %77 che sono quindi punti iperbolici.

Esercizio 23. Sia X la superficie ottenuta ruotando attorno all’asse x la traccia

0 — (cos@—l—ln(tang),o,sinﬁ)

della curva
a: (3,7m1) — R3 - I )

Dimostrare che Ky, = —1.

Svolgimento. Prendiamo z(u,0) = (cos 0+ In (tan g) ,cos usin @, sin u sin 9) come parametrizzazione re-
golare, dunque X = Q(R X (g, 7[')) Si ha z, = (0,—sinusinf,cosusinf) = sin#(0, —sinu,cosu) e
Ty = ( —sinf + ﬁ, cos u cos 8, sin u cos f) = cos (cot 0, cos u, sinu), dunque
€1 €9 €3
T, X g =cosfsinf| 0 —sinu cosu| = cosf(—sinf,coswucosb,sinucosh)
cotf@ cosu sinu

x, X T
n = ————" = (sinf, — cos u cos f, — sin u cos 0)
2y, >, |
Sp(z,) = =Dz, n = (0, —sinucosf,cosucosf) = cos (0, —sinu, cosu) = cot 0 - z,,
Sp(zy) = —Dgyn = (—cosf, —cosusinf, —sinusinf) = —tan6 - z,
cot 6 0
= Msp = ( 0 —tan9>

dunque K = —1 e tutti i punti sono iperbolici. O
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Esercizio 24. Data ¥ C R? una superficie connessa tale che YP € ¥ Sp = k(P) Id7.x:, mostrare che
(1) k é costante;
(2) se k #0, allora ¥ C sfera;
(3) se k=0, allora ¥ C piano affine.

Svolgimento. (1) Fissati Pe X ex: U — z(U) C X, con P = z(up, vo),

SP(gu) = _D:): (P = H(P)Q

—u

e Sp(z,) =Dy (pyn=rK(P)z
Se a(u) = z(u + up, vo), allora a(0) = P e ¢/(0) = z,,(P), dunque

Sp(z,) = =Dy (pyn = —(noz)u(P)

U

nog)y+r-x,=0 Nox)yy +kKy 2, +K-2,,=0
(7 7)u Ly sulU 7l (— f)“” vy —uv = Ky Ly — Ky Ly =0
(nox)y+k-z,=0 (n o Z)ou + Ku - Ty + K- Ly =0

dunque, essendo linearmente indipendenti, k,, = K, = 0 su U, percio k & costante su z(U).

Fissato P € X, l'insieme A = {Q € ¥ |k(Q) = x(P)}, per quanto visto, & aperto, chiuso e non vuoto,

dunque X connessa —> ¥ = A <= k ¢ costante.
Sia dunque k = kg,

3

:>QO§+H0$:P()ER3 sulU

(noz+kK-2)y

(noz+k-2)y=0
z)y =0

dunque z(u,v) = Py — %Oﬁ(g(u,v)) ex(U) C S’i‘(Po), cioe, se P € z(U), allora P € S’i‘(Po), dunque

0 ]

I={Q € X|n(Q)+roQ = Py} # 0, & aperto, per quanto detto, ed & chiuso, quindi, poiché ¥ & connessa,
I1=3.
In conclusione, in (2) kg # 0= X C S{L‘(Po) e

~0

in (3) ko =0= n(Q) =nysuX Ve:U — z(U) C ¥ parametrizzazione regolare:

x, ng=20
{“ =0 <= z-nyg=co sulU
—_—

Z,-ng =0 -
piano affine

dunque z(U) C piano affine e, per il ragionamento esposto in precedenza, ¥ C piano affine. O
Esercizio 25. Data ¥ C R? superficie compatta, mostrare che 3Py € ¥ tale che K(Py) > 0.

Svolgimento. Idea: la compattezza mi dice che la superficie &€ contenuta in una grossa palla. Se considero

palla sempre piu piccola, il primo punto di contatto dovrebbe avere la proprieta richiesta.

Consideriamo I E : ngz che ¢ C*°, dunque 3P, € ¥ di massimo per f e sia dunque R > 0
tale che R? = f(P). Vogliamo stimare le curvature delle sezioni normaliﬁ Sia a : (—¢,e) — ¥ C R3
una curva p.la. tale che a(0) = Py, dunque ¢(t) = f(a(t)) = a(t) - «(t) ha massimo in 0, percid

necessariamente ¢’(0) = 0 e ¢”(0) < 0:

0=¢'(0) =2a'(0) - a(0) = Py = Tp, X <= Py = R-n(P)

0" 0)=2(  a’(0)- R +d(0)-(0))
ka(0) - No(0) - R - n(Py) 1

RIlp (a/(0),0/(0))

"L’idea & che possiamo scambiare I’ordine di derivazione visto che le derivate miste “sono uguali”.

8Poiché arriveremo a verificare che sono tutte < f% < 0 e dunque le curvature principali sono entrambe < 0 e, di

conseguenza, K(P) > 0.
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dove IIp, (a/(0),a’(0)) ¢ la curvatura della sezione normale in Py con tangente o/(0).
Dunque Yw € Tp,¥ tale che [[w| = 1 si ha R-Ilp (w,w) +1 < 0 <= I (w,w) < —F < 0 e ciot le
curvature principali sono < 0 in Py e, di conseguenza, K (FPp) > 0. O

Esercizio 26. Data ¥ C R3 superficie, mostrare che
(a) se P € X é ellittico, allora 3 intorno di P € ¥ “tutto dalla stessa parte” di P + Tp3;
(b) se P € ¥ ¢ iperbolico, allora P intorno di P € ¥ “tutto dalla stessa parte” di P+ TpX;
(c) se P € X é parabolico o planare, allora possono realizzarsi sia (a) che (b).

Svolgimento. Osserviamo che, poiché le rototraslazioni di R?* % : R — R3 conservano le curvature delle
curve, il tipo di P € ¥ & lo stesso di Z(P) € Z(%) VX C R? superficie. Possiamo quindi ridurci a risolvere
I’Esercizio dopo aver rototraslato ¥ opportunamente.

Scegliamo dunque Z : R — R3 tale che:

(1) Z(P) = O;
(2) ToR(E) = Z(Tp(5)) = piano oy
(8) Z(direzioni principali in TpX) = direzioni principali in ToZ (%) = assi z e y.

Sia z : U — z(U) C ¥ parametrizzazione regolare intorno a O, dunque z,,z, € ToX = (e1, e2), percid
Jz ha la terza riga nulla, quindi ¥ & un grafico rispetto alla proiezione su xy su un intorno di O, cioe
z(U) = {(w,v, f(u,v)) |(w,v) € U} € %, con f: U — RC®, ecioe f(O) =0: z, = (1,0, f,) e
z, = (0,1, f,), ma dunque f,(O) = f,(0O) = 0. Sviluppiamo f in serie di Taylor in un intorno di O:

e(u,v)

u? + v? (u,v)—0O

(1, 0) = JHOT + ufokOF + 2507+ 5 (42 Fuu(0) + 40 fuu(0) 4 F1u(0)) +2(u,0), con

EO)=z,-z,=e1-e1=1, F(O)=0, G(O)=1
Inoltre, z,,(0) = (0,0, fuu(O0)), 2,,(0) = (0,0, fus(0)) e z,,(0) = (0,0, fou(0)). Di conseguenza

n(0) = z,(0) x 2,(0) = e1 x e2 = e3 = (0,0, 1), dunque, visto che (E g) (0) = I si ha CheH

F
(f m) _ (fuu<0> fw<0>) M (m o)
m n fun(0)  fuu(0) © 0 ko
dove 1, K2 somo le curvature principali di ¥ in O. Dunque
Fu,v) = %(wﬁ + rav?) + e, v)

(a) Se O € ¥ ¢ ellittico, cioe, senza perdita di generalita, (i) ke < k1 < 00 (i) K1 > k2 > 0, allora

2 2
‘ U, v K1u” + Kav e(u,v K e(u,v
) L e S < e SR <o
u® +v 2w? 4+v?)  uwP+4w 2 wr4vw
(i) flu,v) _ m1u2+m2v2+ e(u,v) 2@4‘ e(u,v) 50

u? + v? 2w 4+v2) w402 T 2 w402
(b) Se O € X & iperbolico, cioe k3 < 0 < k1, allora
flu,v)  mu? + kov? e(u,0) k1 €(u,0)

- —m >0
u2+02 2(u? 4 0v?) T + 02 |ut0 2 T
v=0

90ssia la matrice della seconda forma fondamentale coincide con la matrice dell’operatore forma di ¥ in O.

Poiché I'asse = = (z,,(0)) e l'asse y = (z,(0O)) sono le direzioni principali.
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flu,v)  kiu? 4 rov? e(u,v) k2 £(0,v)

u2 402 2w +02) w24 vZ|u=0 2 v?
v#£0

dunque ogni intorno di O € X contiene sia punti sopra che sotto il piano z = 0.

(¢) 1l cilindro ha punti parabolici e la superficie sta tutta dalla stessa parte.

OoeY ={z=2*+ y3} e parabolico, ma ¥’ N {x = 0} ha puntl sia sopra che sotto ToX'.

Caso planare: z = z* sta tutta da una parte; z = 23 sta un po’ sopra e un po’ sotto il suo piano tangente
in O. ]

Esercizio 27. Sia ¥ C R® la superficie ottenuta ruotando la traccia della curva a(u) = (0, f(u), g(u))
iniettiva, p.l.a. e tale che a~' continua, con f > 0, attorno all’asse z. Mostrare che, rispetto alla
parametrizzazione regolare x(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)), le curve coordinate (z(u,vo),z(ug,v))
sono linee di curvatura per . Calcolare poi la curvatura Gaussiana e le curvature principali.

Svolgimento. Si ha z,, = (f' cosv, f'sinv,¢’) e z, = (—f sinwv, f cosv,0), dunque
E=(Y+(¢)41 F=0, G=/f

Xz, = f (=g cosv,—g'sinv, f') => n = (=g’ cosv, —¢’'sinv, f).
Ve;S,OI'e

Ty = (f"cosv, f"sinv,g"), =z, = (—f sinv, f'cosv,0), z,, = (—fcosv,—fsinv,0)

ig:iuu'ﬂ:_f”/"i_f/ // M = Zy, n =0, nz&vv'n:fgl

B E F -1 ! m B 1 0 f, 1" f,,, 0 B f/g//_f//g/ 0
= (58 ()6 DO )= ()

€ una matrice diagonale, quindi z,,, z,, sono autovettori di S, dunque le u-curve e le v-curve sono linee di

ol g’(f’g”f— 1'g) f’(—f’f”} — ") _ J; -

curvatura.

3.4 Teorema Egregium di Gauss

Gauss si chiedeva se fosse possibile approntare delle carte
geografiche che rappresentassero fedelmente le lunghezze dei B
cammini. Rendiamo precisa la domanda da porci: / N
dz : U — z(U) C ¥ = superficie tale che “conservi la (a,b]

lunghezza delle curve”? ’
Data a(t) = (u(t), (t)) quand’e che /() f e (¢)]|dt = fb V' (8)2 + ()2 de ?

Se o/(t) = u/(t)z, + V' (t)z,, allora

b b
= / |/ (t)|| dt = / V! ()2E + 20/ ()0 () F + o' (£)2G dt

poiché vogliamo l'uguaglianza delle lunghezze per tutte le curve,

t ¢
/ V' (s)? +v'(s)?ds = / V' (s)2E + e (s)v'(s)F + v/ (s)2G ds
e dunque, derivando rispetto a t,

V' ()2 + 0/ (1)2 = /u! (t)2E + 2u/ (t)v' () F + v/ (t)2G

se imponiamo u(t) =t e v(t) = vy, allora troviamo che E = 1, se imponiamo u(t) = ug e v(t) = t, allora
troviamo G =1 e anche F' = 0.

Ny e pla..
Poiché (f')*+ (¢')> =1=2(f'f"+4'g") = 0.
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Definizione 3.4.1. Se x : U — z(U) C X conserva le lunghezze e quindi (? g

) =1Id, allora si dice

che definisce un’isometria locale.
E naturale dunque generalizzare la definizione: due superfici X2, %" si dicono localmente isometriche,
sedx:U — ¥ ez*: U — X* parametrizzazioni regolari tali che E =FE*, F=F" e G=G" su U.

z(U)C X

R2DU zroz—=f Sono tali che K = E*, F=F* e =G"*.

Osservazione 10. Se ¥, ¥* sono localmente isometriche a R?, allora sono isometriche.

z(U)C X
[a,b] _a. U z*ox l=f
at=zx oo *(U) >

f € una bigezione che conserva le lunghezze delle curve. Basta verificare che conserva le velocita: poiché
o (t) - (t) = (W)?E 4+ 200 F + (v')*G e a(t) = (u(t),v(t)), si ha

(Oé*)/ . (Oé*>/ — (UI)ZE* 4 2UI'UIF* + (?}I)QG*
edunque F = FE* F=F*"e G=G".

Esercizio 28. Viceversa, se z* o !

metria locale.

conserva le lunghezze delle curve, allora x,x* definiscono un’iso-

Teorema 3.4.1 (Egregium). Se ¥ C R? ¢ una superficie ex : U — x(U) C ¥ ¢ una parametrizzazione
regolare, allora la curvatura Gaussiana K : U — R e esprimibile in termini di E,F,G e delle loro
derivate parziali.

Dimostrazione. In ogni punto di z(U) C ¥ c’¢ la base (z,,,z,,n), dunque

Ty = Doy + LouZy + 40

uu=u UUEY
_TUu v
Euv - Fuvgu + Fuvgv + mn

_TUu v
gvv - Fvvgu + Fvvgv + nn

dove T'}; : U — R sono i simboli di Christoffel.
I I‘fj sono esprimibili in termini di E, F, G (e loro derivate):

z, x,, = FT* +GI?, Fy— 5B, Ty Ty F G)\I'y,

Per concludere, si procede in modo analogo:

%EU Ty Ly ) E F ng
%Gu B Ly * Loy \F G IVZ’U

gu)UZQqu F“:(I '£14)U:£uv'm +£ "L
N——

13 : A —
P01che Eu = (&u Lo Loy 27 v Zuu”

Le,
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¢t m\ (E F\ [(a c (e ¢\ _ 1 G -F { m
m n) \F G)\b d b d) EG-F2\-F E m n
1 E(tn —m?)
Per concludere, basta esprimere ¢d — mb in termini di F, F,G, ma questo fatto deriva direttamente

dall'uguaglianza z,,,, = Z,,.,: infatti, basta uguagliare i coeflicienti di z,. Verifichiamolo:

e cosl via.

=FEK

Loy = Tl + Ty + 00 = 24 = | (DL + (Th)o + T4, T, — ()

UU=u UU—=v uu— uv uu=" vv

Z,+ ...

poiché n, = =S(z,) = —(cz,, + dz,).

Ty = Tl + Ty +mn = 20, = | (Th,Th, + (Thy)y + T, Th, — mb) |z, + ..
poiché n, = -S(z,) — (az, + bz, ). Uguagliando si conclude. O

Esempio 21. Un piano affine (K = 0) non ¢ localmente isometrico a una sfera (K > 0). In particolare,
non é possibile costruire carte geografiche che rispettino tutte le lunghezze delle curve.

Esempio 22. La superficie di rotazione dell’Esercizio quella con K = —1, non ¢é localmente
isometrica né a un piano né a una sfera.

Esempio 23. Il cilindro (K =0) e R? (K =0) sono localmente isometrici?

Siano ¥ = {z = 0} C R3 il piano R? e ¥* = {(=,y, ) € R?| 2% + y? = a?} il cilindro di raggio a:
U=R* — by con (E F

T _
(wv) — (4,0,0) F G) = I, E —
z*: U=R? — ¥ /

per il piano e = (u,v) +— (acos (%),asin (%),v) > con £\
<E* F*> = Id per il cilindro.

basta prendere

F* G

3.5 Trasporto parallelo

Premessa: non & un’operazione di tangente, ma un’operazione di proiezione sul tangente.

Definizione 3.5.1. Data una superficie ¥ C R3, una mappa X : ¥ — R C™ tale che X(P) € TpX
VP € X si dice campo vettoriale.
Inoltre, dato v € TpX,

VoX = (D, X)" = D,X — (D, X - n(P))n(P)

¢ la derivata covariante di X nella direzione v.

Osservazione 11. Data una curva oy — R tale che a(ty) = P e o/(ty) = v, V, X dipende solo dalla
restrizione di X alla traccia di o su un intorno di P. Infatti, D, X = %‘t:to (X(a(t))). Quindi V,X
ha senso anche se X ¢ definito solo sulla traccia di o, a patto che X o « sia derivabile.

Definizione 3.5.2. Data una superficie ¥ C R3, un campo vettoriale X : ¥ — R® ¢ parallelo lungo
una curva regolare o : I — X, se Vo (n X =0 Vi € .

Esempio 24. Sulla sfera S?(0), definiamo 5 (o)

X {(z,9,0) |2+ 3> =1} C S3(0) — R3 tale che X(x,y,0) = (0,0,1)

dungue X (2,y,0) € T(44,057(0) V(z,4,0) € {z = 0} N S7(0). Notiamo che, se |
o : I — 57(0) parametrizza lequatore, allora Vo)X = (Da/(t)X)T =0"=0c¢e

dunque X ¢ parallelo lungo .
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Esempio 25. Se a : I — S%(0) parametrizza una circonferenza massima (ad esempio l'equatore) e
o/ (t) - ' (t) = cost., allora 20/ (t) - &/(t) = 0. Poniamo X (a(t)) = &/(t) V¢t € I. « parametrizza la
circonferenza di raggio 1 nel piano 7 passante per O, dunque '(t) é parallelo al raggio vettore a(t).
Inoltre, Vo)X = %(X(a(t)))T = %(a’(t))T =" (t)1 =0, perché a(t) L To4)St(0). Percio X & un
campo parallelo lungo c.

Proposizione 3.5.1. Date ¥ C R? superficie e o : [0,1] — ¥ curva regolare,
se Xo € To(0)2, allora 31X campo parallelo lungo « tale che X(a(O)) = Xp.

Dimostrazione. Data una parametrizzazione regolare x : U; — X, poiché a([O, 1]) C ¥ e compatto,
¢ ricoperto da un numero finito di z(U;). Percio, e sufficiente dimostrare I’enunciato supponendo che
traccia(a) C z(U) C %, dove z : U — ¥ & una parametrizzazione regolare. Data a(t) = (u(t),v(t)),
cerchiamo X tale che Xy = a(t) -z, (u(t), v(t)) + b(t) - z, (u(t), v(t)).

d
Doy X = 3, X ()" = d'zy + a(u'zyy + V'2y,)T 4+ Uz, + b2y, +v'z,,)" =

=dz, +al/(Tl,z, +T0,z,) +0 (8,2, + Tz, +

UU=U UU=V Uv=u UV=V
+ 'z, + b (Ty,z, + Thpz,) + 0 (Thyz, + Thyz,)] =

= [0+ a(u'Ty, +v'Ty,) + b(u'Ty, +0'Ty,)]z, + [V + a(u'Ty, +0'T4,) + b(u'Ty, +0'Th,)]z,

a +a(uTy, + 0T )+ b(u/'TY, +0'T%) =0
b +a(Ty, +0'T8,))+b(uW'TY, +0'TY,) =0
stema di equazioni differenziali lineare e ordinario, dunque, dal Teorema di Cauchy per le equazioni
differenziali ordinarie, fissata la condizione iniziale (ag, bo) = (a(0),5(0)), 3!(a(t),b(t)) soluzione. O

X ¢ parallelo <= VypX =0 <= ® che ¢ un si-

Definizione 3.5.3. Con la notazione della Proposizione data « : [0,1] — X curva regolare,
X(a(l)) € To)2 st dice ottenuto da Xo € Ty )X per trasporto parallelo.

Osservazione 12. Poiché il sistema (%) é lineare e omogeneo, ogni combinazione lineare di sue soluzioni
7-01(0)2 — 7;(1)2

Xy . X(a(l)) e lineare.

e ancora una soluzione, dunque la mappa “trasporto parallelo”
Proposizione 3.5.2. Il trasporto parallelo conserva il prodotto scalare tra vettori.

Dimostrazione. Dati X,Y paralleli lungo una curva a, X (a(t)) - Y ((t)) ¢ costante in ¢:

CL‘
~
—
>
—
o}
—~
o~
N—
N—
=
—
o}
~—~
o~
N—
N—
N—
I

(DoyyX) - Y (a(t)) + X (a(t) - (DY) =
= (VapX) Y(at) + X(a(t) - (VoY)

Il
=)

poiché X, Y sono paralleli e dunque VnX = V)Y =0. UJ

Osservazione 13. La Proposizione |3.5.2 implica che il trasporto parallelo é un’isometria, perché
conserva le norme.

Esempio 26. Calcolare il trasporto parallelo di X = (0,0,1) intorno al cerchio {z = 0} sul cilindro
{(z,y,2) e R?|2? +y* = 1}.

Come nel caso della sfera, il campo X = (0,0, 1) ¢ ovunque tangente al cilindro e la derivata covariante
¢ chiaramente nulla, cioé¢ X & parallelo lungo {z = 0} e dunque coincide col trasportato in ogni punto.

Esercizio 29. Calcolare il trasporto parallelo lungo un parallelo della sfera S?(0) = S? applicato ad un
vettore tangente al parallelo stesso.
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Svolgimento. Pensiamo a S?\ {poli} come la superficie ottenuta ruotando attorno all’asse z la semicircon-
ferenza {(sinw, 0, cosu) |0 < u < 7}: siano dunque la curva a(u) = (sinw, 0, cosu) e la parametrizzazione
regolare z(u,v) = (sinucosv,sinusinv,cosu), con 0 < u < 7 e v € R, dunque S?\ {poli} = z((0,7) xR).
Fissiamo il “parallelo” u = ug che & parametrizzato da «(t) = z(uo,t), con t € R. Il campo vettoriale
lungo o &

{X(a(t)) a(t)z <uo,>+b<> (0, 1)

X (2z(uo,v0)) = z,(uo, vo)

dunque il sistema di equazioni del trasporto parallelo

a+alt, +0I'% =0
W+ al, + bl =0

con condizioni iniziali a(0) = 0 e b(0) =

z, = (cosucosv,cosusinv, —sinu) e z, (—sinusinv,sinucos v,0), dunque
E=1, F=0, G=sinu
O . _ o . — v Ly Ty 1 : __ cosug
da cui I, = z,, -z, = cosu(—sinv,cosv,0) -z, = 0, I'Y, = Tal T smZag SMU0COSUY = Fot
re, =z, x, = —sinu(cosv,sinv,0) -z, = —sinug cosug e 'y, = ;1;11}217(; = Sin%uo = 0. Dunque

b/ q Cosua sin Up

’ .

a’ = bsinug cos ug cosug .

{ :}b”{- SIH'LLOCOSUOb:O<:>b”+ka:0; con k = COS uQ
@ Sinug

1
e la soluzione & y(t) = ¢ - cos(kt) + co sin(kt): \\
1 =b(vo) = y(0) = &1 s
cosug
= — = = I{j

dunque, 0 = k = cosug <= {u = uwy} = equatore = ' =0 = 0= a =0

e b = 1, quindi lungo I'equatore il vettore parallelo € sempre tangente, altrimenti
k # 0 = cg = 0. Percio

]

d

b(t) = cos(tcosug) e a(t) = sinug sin(t cosug)

Conclusione: lungo un parallelo il vettore ruota in senso orario nell’emisfero Nord,
in senso antiorario nell’emisfero Sud e rimane tangente all’equatore su di esso.

O

Osservazione 14. Possiamo verificare che il trasporto parallelo, oltre ad essere un’isometria, conserva
le orientazioni.

Siano « : [0,1] — ¥ wuna curva regolare e X,Y campi tangenti paralleli lungo o tali che X(a(O)) e
Y(a(O)) stano indipendenti. Se n e un versore normale a X lungo «, allora l'orientazione indotta da
(X (a(0)),Y ((0))) su To)X coincide con quella indotta da n(c(0)) se e solo se lorientazione indotta
da (X ((1)),Y (a(1))) coincide con quella indotta da n(a(1)).

Per verificarlo ¢ sufficiente dimostrare che il prodotto misto ¢(t) := [X (a(t)) x Y (a(?))] - n(a(t)) &
costante in t. Infatti,

%gp(t)-ﬂ: [(DarX)XY]-Q—F[XX(DQ/Y)]-Q—[XXY}-S(o/):[VarXxYl]-ﬂ—i—[:X'XVa/Yl]-ﬂEO

0 0 0
perché S(a')ETE X & parallelo Y ¢ parallelo
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3.6 Geodetiche

Definizione 3.6.1. Data una superficie ¥ C R3, una curva regolare o : I — ¥ & una geodetica di ¥,
se X (a(t)) = o/(t) & parallelo lungo «, ovvero se Vya! = 0.

Osservazione 15. Se « ¢ una geodetica, allora o/(t) - &/(t) é costante e dunque o é parametrizzata a
velocita costante.

Esempio 27. Un cerchio massimo (ad esempio l’equatore) di S?(0) parametrizzato a velocita costante ¢
una geodetica. Quali sono pero esattamente le geodetiche di S2(0)?

Una curva o : I — S2(0) & una geodetica <= 0 = Vo' = (Dya’)T = (a")T <= o 1L TS?(0)
=o' xa=0<+={"a xa=uvy#0, dunque a(t) - vy = 0, cioe a(t) € vy N S2(0) = cerchio massimo.
Quindi le geodetiche di S2(0) sono tutti e soli i cerchi massimi parametrizzati a velocita costante.

3.6.1 Curvatura normale e curvatura geodetica

Siano (X, n) una superficie orientata localmente e « : I — ¥ una curva
pla.: T(t) = o/(t) € TowX Vt € I. Notiamo che n,T L n x T dunque
(T,n x T,n) & una base ortonormale positiva di R3 Vt.

Sappiamo che: T' = koNy e che T-T =1= T -T = 0, quindi:

Z

T:(T'QXT)'QXT—F(T-Q)-Q
ma vale anche 7' = D, /o' e osserviamo che
(T-nxT) nxT=Vya
Dunque, se la curva & una geodetica, allora
Vad =0=T-nxT =0
Quindi definiamo
T-(nxT)=(Dyd)T -nxT = (Vya')-nxT=:k, curvatura geodetica

eT-n=(kqNy) - n=: kK, curvatura normale

quindiHaNa:T:ng-ﬂxT—i—mn-ﬁe

oo 2 2 2
T -T=\|k Kg + Ky

a —

Dunque « & una geodetica <= ky =0 <= o’ = TLT.

Esercizio 30. Calcolare la curvatura geodetica di un parallelo su S3(0).

Svolgimento. Se x(u,v) = (sinw cos v, sinusinv, cosu), con 0 < u < m, allora a(t) = z(up, t) parametrizza
il parallelo u = wuyg.

o/ (t) = sinug(—sint, cost,0) = ((s) = a < - i > e p.la.
S11 U

T(s)=p'(s) = <_ sin (SiIon) » €08 (Silflto) ’0> 1
) 1 S . S
- T(S) = sin ug <_ oS <sinu0> y S <sinu0> 70)

"Derivando vorrei ottenere che, detto vg- il piano nell’origine, traccia(a) C S2(0)Nuvg e, poiché (o x )’ = o' x a+a’ x o/,
deve valere che o’ x « sia identicamente costante.
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Sen =z, allorﬂ@ x T = —gz,. Calcoliamo allora:

U

1 S . S S . S .
= — cos | — ,sin | — ,0 ] - | cosugcos | — ,COSUg sin | — ,sinug | =
Sin ug Sin ug Sin ug S1n Ug S1n Ug

COS UQ

sin ug

Notiamo che

. . sin ug
kin = (kgNg) n=T n=T-z=-—— =-1
sin ug
infatti la curvatura di ogni sezione normale ¢ —1. Infine,
2
COS* U 1
kg =Ko+ KRE= |1+ —5— ==
sin“ug  sinug
perché il parallelo {u = up} € una circonferenza di raggio sinluo' O

3.6.2 Esistenza locale delle geodetiche

In coordinate locali su una superficie %2, se z : U — ¥ ¢ una parametrizzazione regolare e, di conseguenza,
a(t) = z(u(t), v(t)) & una curva, allora X (a(t)) = a(t)z, (a(t))+b(t)z,(a(t)) & un campo vettoriale lungo
a. Quando a =y e X =4/, a(t) = d/(t) e b(t) = V'(t), dunque si ha

u” + (u’)QFZu + 20 V'TY, + (U’)ngv =0
V" + (W)Y, + 2u/v'TY, + (v))?TY, =0

cioe un sistema di equazioni differenziali ordinarie del 2° ordine, quindi il Teorema di esistenza e
unicita delle soluzioni (con date condizioni iniziali) vale, ma solo “localmente”.

Proposizione 3.6.1. Dati una superficie X CR3, P € X ev € TpY, 3¢ > 0 e Ay : (—c,6) — ¥
geodetica tale che v(0) = P e v'(0) = v.

Dimostrazione. Segue immediatamente dai risultati standard per D'esistenza di soluzioni di sistemi di

equazioni differenziali ordinarie. O

Esempio 28. Il piano {z = 0} C R® ha parametrizzazione regolare z(u,v) = (u,v,0), percio si ha

Ty = Lyp = Loy = 0 € anche Ffj = 0, dunque le geodetiche v(t) = (u(t),v(t),0) nel piano sono date
u' =0

dalle soluzioni di ¢ 0 <= 7(t) = (a1t + b1, agt + b2, 0), percio tutte e sole le geodetiche del piano
v =

sono le rette parametrizzate a velocita costante.

Osservazione 16. Il cilindro, che ha E,F,G costanti e quindi Ffj = 0, ha geodetiche della forma
~v(t) = z(ait + by, ast + bg)E]

Proposizione 3.6.2 (Esistenza di coordinate ortogonali).
Se ¥ C R® ¢ una superficie, P € ¥ ey : (—,6) — X ¢ una geodetica tale che v(0) = P e 4/(0) # 0,
allora 3z : U — z(U) C X parametrizzazione regolare, con P € x(U), tale che

(1) le curve coordinate {v = cost} sono tracce di geodetiche in x(U). In particolare, possiamo fare in
modo che (0,0) € U e z(0,0) = P, cosicché traccia(y) Nz(U) = z({v =0});

(ii)) F =z, z,=0.

15Segue poiché 0 = F = T, T,
16Coerente col fatto che cilindro e piano sono isometrici.
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Linea della Dimostrazione. Se X, Y sono campi vettoriali su un intorno di P tali che
X(P),Y(P) sono linearmente indipendenti, allora 3z : V. — z(V) C X
una parametrizzazione regolare, che ha come immagine un intorno di
P, tale che I\, : Z(V) — Rsp C™ tali che z,,(Q) = MQ) - X(Q) ¢
Z,(Q) = (@) - Y(Q) VQ € Z(V), cioe le linee coordinate parallele a X e
ayY.

Infatti, X ,}7 : U — R? sono campi vettoriali su U con le stesse
componenti che X,Y hanno nella base z,,, x,.

0 che ha soluzione «,,
a(0) = ) S

U che ha soluzione 3,.

Si dimostra che, su un intorno di (0,0), per un punto P passano una sola «, e una sola f3,, cio¢ la
mappa ¢ : P — (u,v), dove P = «a, N B, & un diffeomorfismo su un intorno di (0,0) e poi si pone
T:=x0¢ !:V — % che ha le proprieta volute.

Costruiamo opportunamente due campi vettoriali X,Y in modo che, applicando il ,

si ottengano le coordinate con le proprieta volute.

In questo modo si ottiene intorno a P una coppia di campi X, Y non nulli —
e ortogonali in ogni punto. Applicando appunto il , si ottengono W ~o~

coordinate ortogonali intorno a P adattate a v nel senso dell’enunciato

della Proposizione [3.5.2 - ’\
Consideriamo 7/(0) e w L 4/(0). 3a/(0) = w curva. Abbiamo cosi tuttii ~__———1—___ r
trasportati di w e 7/(0) lungo « come in figura. P S A

A questo punto per ogni punto di « costruiamo la geodetica passante per quel punto e con tangente pari
al trasportato di 7/(0). Lungo ogni geodetica possiamo fare i trasportati dei trasportati di w.

In ogni punto, i trasportati di 4/(0),w sono ortogonali = formano due campi vettoriali ortogonali in
un intorno di P: chiamiamoli rispettivamente X e Y. Ma allora, per costruzione, T ha le proprieta
richieste. O

3.6.3 Minimizzazione delle lunghezze

Proposizione 3.6.3 (Slogan: “Le geodetiche minimizzano localmente le lunghezze”).
Data 7y : (—e,e) — X geodetica tale che v(0) = P, 3Up C ¥ intorno per cui ¥Q € Up N traccia(y) e
Va:[0,1] — Up curva, con a(0) = P e a(1l) = Q, si ha {(a; P,Q) > £(v; P, Q).

Dimostrazione. Sia x : U — x(U) C ¥ la parametrizzazione regolare intorno a P data dalla

Proposizione vogliamo anzitutto dimostrare che £, = 0. Su un intorno di

P, prendiamo ~(s) = z(u(s), vo), con /(s) > 0. Derivando otteniamo

7 (s) = (s)zy, (u(s),vo), cioe z,, (u(s)) = u’%s)’/(s) w r

u(s)

. . . S —
e sostituendo con l'inversa di u:

s(u)

si ottiene, visto che u/(s)s'(u(s)) =1,

z,(u,vo) = 5'(u)7' (s(u))
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Quindi, derivando e ricordando che v/(s(u)) L z,, e inoltre v/ L T <= 0= V. = (D)7 si ha:
——

1"

S
oy = 8" (W)Y (s(w)) + 5" (w)*y" (s(u)) = 2y - 2y = 8" (W) 7' (5(w)) - 2, +5"(0)* 7" (s(w)) -z, =0
0 0

Vale quindi che
OEF:lu'gv:OEFUZQuu'Qv_‘_Qu'QuU

:>EU = (Eugu)v :quv'gu = _2£uu'g'u EO:>E(U7U) :E(u)

Consideriamo ora « : [a,b] — z(U) tale che a(t) = z(u(t), v(t)), allora

b b b
E(a;P,Q):/ Ho/(t)”dt:/ \/E(u’)2—|—G(v’)2dt2/ \ E|w (t)] dt

Presa B(t) =z (u(t), O), ossia la prima coordinata di «, questa parametrizza la parte della una curva da
P a @ nella traccia di v, dunque

b b
6(7;P,Q):£(,8;P,Q):/ ,/E(u(t))\u/@)\dt:/ VE ()] dt < (05 P,Q) 0

Osservazione 17. Le geodetiche non minimizzano le lunghezze globalmente: co-
me in figura, la “parte lunga” dell’equatore é una geodetica che ovviamente non
minimizza la lunghezza.

Definizione 3.6.2. Su una superficie orientata (¥,n) possiamo avere:

e le curve o : I — X le cui tangenti sono tutte direzioni principali, cioé tali che o(t) genera una
direzione principale, si dicono linee di curvatura

o le curve a : I —> X le cui tangenti sono rette isotrope per la seconda forma fondamentale di 33,
cioé tali che Iy (o/(t), /() =0, si dicono linee asintotiche.

e (ricordiamo) le curve a: I — X tali che V o/ =0 si dicono geodetiche.

Domanda: esistono curve regolari e : I — ¥ che sono sia linee di curvatura che linee asintotiche?

Una curva o : I — ¥ p.l.a. € una linea di curvatura se e solo ) .
se S(/(t)) € Span (o/(t)). Linee di
Una curva o : I —» ¥ p.la. ¢ una linea asintotica se e solo se ~ Curvatura
o (o/(t),o/(t)) = S(o/(t)) -/ (t) = 0.

Dunque S(d/(t)) =0<= —(no a)/(t) =0
<= n o« = ng costante

<= a(t) - ny costante
Risposta: le curve regolari che sono sia linee di curvatura che linee asintotiche sono planari.

Linee
asintotiche

e

Geodetiche
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Domanda: esistono curve regolari o« : I — ¥ che sono sia
linee asintotiche che geodetiche?

Linee di L‘inee

Una curva a : I — ¥ p.l.a. ¢ una linea asintotica se e solo se
I (o (), 0/ (t) = S( (1) - o/ (t) = 0.
a: I — ¥ p.la. ¢ una geodetica se e solo se Vo' = 0.

curvatura asintotiche

[

Geodetiche

Dunque Vgyad =0 (Da/o/)T =0<=d" L TX

Quindi  0=S5(d)-d/ =—(noa)-a'=a"(noa)

—d' =0<= at) = avyg + Py
Risposta: le curve regolari che sono sia linee asintotiche e geodetiche sono lineari.

Esercizio 31. Se una curva o : I — % € una geodetica p.l.a.,
di Frenet, ha curvatura ko > 0 ed € una linea di curvatura, Linee di
allora o é planare. curvatura

Linee
asintotiche

Svolgimento. Certamente o L T, ma o’ = T' = ko - N,
dunque N = +(no a):

S(@)=—(noa) =AT =+N' = £(—kT + 1aB) Geodetiche
cioe 7, = 0 e dunque « ¢ planare. ]

Esercizio 32. Mostrare che o : I — X linea di curvatura e asintotica (oppure di curvatura e geodetica)
=5 « parametrizza una porzione di retta.

Svolgimento. Sia « la circonferenza di punti parabolici sul toro,
dunque (noa) =0 = S(¢/) = 0 = « ¢ di curvatura e /_g?x_\
II(o/,0) = —(noa)(s) - d(s) =0 = « & asintotica. Inoltre,

poiché 'operatore forma di una sfera e I'identita, ogni cerchio / N
massimo su S? & di curvatura e una geodetica. O

3.7 Teorema di Gauss-Bonnet

Passiamo dal piano Euclideo E? a una superficie ¥ C R? e, di conseguenza, dal triangolo al triangolo
geodetico che borda una regione R C x(U) semplicemente connessa, con z : U — Y. Se gli angoli del
triangolo i1, 49,43 sono tali che iy + i9 + i3 = m, allora sulla superficie

i1+i2+i3=W+/KdA
R

Corollario 3.7.1. Nel triangolo geodetico sulla sfera S2, iy +is+is = 7r—|—fR KdA > .
Corollario 3.7.2. Sul piano che ha K = 0, riotteniamo l'uguaglianza di partenza.

Corollario 3.7.3. Sulla superficie dell’Esercizio con K <0, 41 +i2+1i3 <. V

Definizione 3.7.1. Una curva « : [a,b] — X, con ¥ superficie, si dice semplice, chiusa e regolare
a tratts,

(i) set,t’ € [a,b] sono tali che t #t', allora a(t) = a(t') < {t,t'} = {a,b};

(ii) sea =ty <t; <---<ty_1 <ty=0, allora T e regolare, per i =0,...,0 — 1.
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Definizione 3.7.2. Una regione R C x(U) C X si dice semplicemente connessa, se OR corrisponde
alla traccia di una curva semplice, chiusa e regolare a tmttz’E]

Teorema 3.7.4 (Gauss-Bonnet locale).

Se R C z(U) C X ¢ regolare a tratti, con angoli esterni 0 < e1,...,e; < 7, allora
J4
/ /{gds+/ KdA+Zsj =2
OR R =

Osservazione 18. Il Teorema di Gauss-Bonnet locale generalizza il Corollario 3.7.1|

Esercizio 33. Verificare che la formula del Teorema di Gauss-Bonnet locale
vale per una calotta sferica di S2.
Supponiamo R = {u <wup} C 5% e OR = {u = uop}, con ug € [0, 7].

Svolgimento. | 1° caso: ug < g Sia R = {u < up} C S? la calotta sferica, con R = {u = ug}.

Abbiamo gia visto che il parallelo {u = ug} ha curvatura geodetica xk, = cot(ug). R & il grafico di
V1 —u2 + 02 sul disco di centro (0,0) e raggio sinug: R C z(U), con U = {(u,v) € R?|u? +v? < 1} e
z: U — S? CR3

(u,v) +—> (u,’u,\/l—u2—|—v2):

€os Up COS U .
kgds = — ds = — 27 sin ug = 27 cos Ug
OR sinug Jor sin ug

z, = (1,0, 3(—2u)(1 — u? — v2)7%), z, = (0,1, —v(l —u? — v2)7%), dunque

2 2
U uv v 1
P e—— = 7, G:l 72>EG—F2:7
1 — w2 — 2 1 — w2 — 2 +1—u2—v2 1 —u2 — 2

27 sin ug r
KdA:/ \/EG—FQdudv:/ d9/ —dr =
/R z=(R) 0 0 V1—r?
:271'{—\/1—1“2]211“‘0:27r—27rcosu0:27r—/ kg ds

OR

2° caso: upg =

v 3

/ /igdS—l-/KdA:O-i-Qﬂ':Qﬂ'
OR R

3° caso: ug > —

/ kg ds = cot up2m sin(m — ug) = 27 cos ug
OR

/ K dA = Area(R) = 41 — Area(S? \ R) = 471 — 2w — 27 cos ug = 27 — 27 cos ug
R

perché Area(S?\ R) = fSQ\R K dA =21 — 2w cos(m — ug) = 2w + 27 cos(up). O

"Vogliamo che la curva lasci R alla sua sinistra (rispetto a n,).
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Esercizio 34. Verificare che la formula del Teorema di Gauss-Bonnet
locale vale per la regione R = g([O, g] x [0, Tr]) del toro Ts 2, con

z(u,v) = ((5+2cosu) cos v, (5 + 2 cosu) sinv, 2 sin u)
P
x
Svolgimento. OR ¢ una curva semplicemente connessa regolare a tratti, in cui i tratti sono:
o A ={z(0,t)|0 <t <7} & una geodetica con k4 = 0;
o Ay = { (t,m)|0<u< g} ¢ una geodetica con kg = 0;
<

o A3 ={z

o1
:1
\_/
\/\
~

( 7r} ¢ una linea di curvatura e asintotica;
o Ay = { (g,()) <t< g} ¢ una geodetica con kg = 0.

Vogliamo verificare che faR kgds + fRKdA+ Z g = 2m, ma g; = 5 Vi = 1,2,3,4, dunque Z g =2m

e, di conseguenza, [,,rgds + [ KdA = 0. Ch1aramente Jop kgds = fA kgds: Az sard data da
a(t) = (5cos(m — t),5sin(r — t),2), dunque o/(t) = 5(sin(r — t), — cos(m — t),0), da cui otteniamo la
parametrizzazione p.la. 8(s) = (5cos(m — £),5sin (7 — £),2). T(s) = (sin (7 — £),—cos (7 — £),0) e
T(s) = —%(cos (7r — %),sin (7r — %),0), percio, se n = (0,0,1), allora

coS (7T — %) sin (7r — 5)

0
. 1 5 1 1
k=T -(nxT)=—= 0 0 Il==(-1)=—=
. s s 5 5
sin (7?— 5) — CoSs (7[‘— 5) 0
dunque
1
/ kg ds :/ kgds = —=bm = —m
OR As 5
Infine, abbiamo gia calcolato E =4, F =0 e G = (5 + 2cosu)?, mentre K = %, dunque

/KdA / / cos \/EG F? dudv—wsmu]()%:w O

5 + 2cosu)
(5+2 cosu)

Definizione 3.7.3. Data ¥ C R® una superficie orientata compatta, se R C S ¢ una regione con bordo

tale che OR é una curva semplice, chiusa e regolare a tratti, allora ¥ = )y \ R si dice superficie con
bordo.

Teorema 3.7.5 (Rado).
m
Ogni superficie con bordo ¥ orientata ha una triangolazione T = {A\}Y" |, dove Ay C X e X = [J Ay,

A=1
tale che

(i) Ay é immagine di un triangolo Euclideo tramite una parametrizzazione regolare © : U — X

compatibile con l'orientazione @ YA=1,...,m;
0
(it) se X # p, allora AN A, =<1 wvertice;
1 lato

184 si pud assumere ortogonale.
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(111) se AxNA, =1 lato ¢, allora le orientazioni su £ sono opposte;

0
(iv) AxNOR =<1 wertice.
1 lato

Osservazione 19. Nel caso in cui OR =0 (ovvero R =0), l'enunciato rimane valido (senza (iv)).

Definizione 3.7.4. Se ¥ ¢ una superficie orientata con triangolazione T = {Ay}, allora
XE,t)=V-E+F (Caratteristica di Eulero)

dove V = numero di vertici, E = numero di lati e F' = numero di triangoli.

Fatto 3.7.6. X (X, 1) dipende solo da X, cioé, se T # T, allora X(3,7) = X(X,7), quindi possiamo
scrivere X (X,1) = X (X).
In realta, superfici omotopicamente equivalenti hanno la stessa caratteristica di Eulero.

Fatto 3.7.7. X(X) ¢é ben definita anche nel caso in cui i triangoli soddisfino (ii), (iii) e (i), ma i Ay
siano immagini solo omeomorfe a triangoli Fuclidei.

Esempio 29. Se dividiamo il disco D? in 4 “triangoli”, allora V =5, E =8
e F =4, dunque X(D?) = 1.

Se invece lo dividiamo in 10 “triangoli”, V. =9, E = 18 ¢ F = 10, quindi
X(D?) =1.

Esempio 30. Su S°, V=5, E=9 e F =6, dunque X(S°,T) = 2. \\/

Fatto 3.7.8. Se ¥ C R3 ¢ una superficie chiusa (ovvero compatta e senza bordo) e orientabile, allora

Y @ (=), , —_ @:»:@, dove il “numero di buchi” g ¢ detto genere di X.
Fatto 3.7.9. Se ¥ ha genere g, allora X(X) =2 — 2g.

Teorema 3.7.10 (Gauss-Bonnet globale).
Data ¥ una superficie orientata con bordo (possibilmente vuoto) con una triangolazione T = {Ax}Y,, se
€1,--.,Ek sono gli angoli esterni di 0%, allora

k
/ Kgd8+/KdA+ZSi:27TX(Z)
ox b

i=1
in cui fz KdA = )\21 fA/\ KdA.

Dimostrazione. Dimostriamo che il Teorema di Gauss-Bonnet locale implica il Teorema di Gauss-

m

Bonnet globale. Se poniamo ¥ = (J Ay, allora applichiamo il Teorema di Gauss-Bonnet locale a
A=1

ogni Ay:
3 m

/ Hgd8+/ KdA+) ey =21 = Kgds—i-/ KdA+) ") ex;=2rF
GYNY Ay P ox > =5
m
incui ) Y ex;=2n(E —V)+somma degli angoli esterni del bordo. O

A=1 1
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Esercizio 35. Verificare il Teorema di Gauss-Bonnet per la regione R del cilindro R
limitata da due piani orizzontali.

Svolgimento.

MJFMJr;}é:%X(R) C)\
e infatti XY(R) =8 — 16 +8 =0. \J

Esercizio 36. Data ¥ C R? superficie chiusa, orientata e connessa, se ¥ % S2, allora su X esistono
punti con K >0, K =0¢e¢ K <0.

Svolgimento. Sappiamo che un punto con K > 0 esiste sempre. Se 3Q € ¥ tale che K(Q) < 0, allora,
per continuita, vale la tesi. Supponiamo quindi K > 0. Per il Teorema di Gauss-Bonnet,

0< /EKdA =21X (%) = 27(2 — 29)

dunque 0 # g < 1 <= g = 1, percio 0 = [ KdA = 27(2 — 2), ma K(P) > 0, percid 3Q € X tale che
K(Q) <0. O
Esercizio 37. Dire se puo esistere una geodetica chiusa e semplice su una superficie X2 tale che

(1) K(P)>0VPe3X;

(2) K(P)=0VP e X;

(3) K(P)<0VPeyx,
specificando, in ognuno dei tre casi, se possa essere il bordo di una regione R semplicemente connessa.

Svolgimento.

citconfetenzo. M

= geodenco. Wsco.,

FLmpice @ chivdo

(1) La sfera: si, si. 5 i3
(2) 11 cilindro: si, no.

(8) Una porzione di toro: si, no.

g\/
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Teoria delle Varieta

4.1 Prime definizioni

Gli oggetti di studio della Topologia differenziale sono le Varieta, per definire le quali ci servira la
nozione di mappa C® tra sottoinsiemi arbitrari di spazi Euclidei.

Definizione 4.1.1. Dati X CR"™ ¢ Y C R™ non vuoti, f : X — Y si dice C* (o liscia), se Vr € X
dW C R™ intorno aperto dix € R" e F': W — R™ funzione C* tali che F,, . = fl,,x-
Inoltre, f : X — Y C™® ¢ un diffeomorfismo, se ¢ un omeomorfismo e f, f~1 sono entrambe C™. In

tal caso potremo usare la notazione f : X =, Y, oppure X 2Y quando f non é specificata.

Osservazione 20 (Esercizio). E facile verificare che:
1) se X =U CR" ¢ aperto, allora f: X — Y CR"™ ¢C® <« f:U — R™ éCOOEL'
2) sef: XCR" —=Y CR™eg:Y — ZCRP sono C®, allora go f: X — Z & C*>;
8) se f: X CR" — Y CR™ ¢ C%, allora f: X — f(X) e f|, : X' — Y VX' C X sono C*.

Definizione 4.1.2. Un sottoinsieme M C RF tale che Vo € M 3W C R* intorno aperto di x per cui
WNM=U, con U CR™ aperto e m > 0, si dice varieta C*° di dimensione m (o m-varieta).
Un diffeomorfismo f : W N M —s U si dice carta locale (o sistema di coordinate) e l'inversa

v Sy WM si dice parametrizzazione locale intorno a x.

Quando m = 0, per convenzione, si richiede W N M = {z} invece di WNM = U.
Esempio 31. Un aperto U C R™ ¢é una varieta di dimensione m.
Esempio 32. Una superficie ¥ C R & una varieta di dimensione 2.

Infatti, dato x € ¥, sappiamo che ¥ ¢ un “grafico” intorno a x. Supponiamo, senza perdita di genera-
lita, che lo sia rispetto alla proiezione sul piano xy e sia x : U — X una parametrizzazione regolare intor-
R® — R?
(,y,2) — (z,y)
Notiamo che 7| z(U) — A & C* in quanto restrizione di 7, inoltre, la sua inversa ¢ z o (7 o z) ™1,

no a z tale che mrox : U =i Aeun diffeomorfismo, dove A C R? & aperto e

anch’essa C*°. Quindi z(U) = A e X ¢ una varieta di dimensione 2.

Ora vogliamo definire lo spazio tangente in un punto di una varieta, iniziando con gli aperti degli
spazi Euclidei.

Definizione 4.1.3. Dato U C R* aperto, lo spazio tangente a U in x € U ¢ T,U = RF.

INel senso usuale.

o1
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Richiamiamo il differenziale secondo il Calcolo differenziale: se U C R* e V' C R’ sono aperti,
dfy: RF — R’ - . .
ho o L f(z+th)—f(z) € lineare e ha matrice
50 t

f:U—VeC® zecUehecRF allora

Jacobiana J(f), = (ng;)x

Ricordiamo alcune proprieta di base del differenziale:

e d(go f)y = dgy() 0 dfy;

e seIdy : U CRF — U C R¥, allora d(Id), = Idgs Vx € U;

e dati U’ C U C R¥ aperti e i : U/ — U la mappa di inclusione, (di), = Idgs V2 € U’;

e se L : RF — R! ¢ lineare, allora dL, = L Vz € RF,

Proposizione 4.1.1. Dati U C RF ¢ V C R? aperti, se f: U SV e un diffeomorfismo, allora k =1 e
df; € un isomorfismo Vx € U.

Dimostrazione. Detta g : V — U linversa di f,
go f=1dy = Idgr = d(Idy), = d(g o f)z = dgs(z) 0 dfy = df: ¢ iniettiva
fog=Idy = Idge = d(Idv ) s(z) = d(f © g) (z) = dfz 0 dgy) = dfs ¢ surgettiva
dunque df, : RF — R’ ¢ sia iniettiva che suriettiva, percid df, & un isomorfismo e k = /. O

Ora passiamo alla definizione di spazio tangente in un punto di una varieta.

Definizione 4.1.4. Data M C R* wvarieta C* tale che dim M = m, con x € M, e U C R™ aperto, se

g:U S wnM C R* ¢ una parametrizzazione locale intorno a x, allora lo spazio tangente di M in
r ¢ ToM = dg,(R™) C RF.

DobbiaAIJno verificare che questim € una buona definizione: siano (m;:gzi?o'r\]ﬂe
g:U—g(U)CMeh:V— h(V)C M due parametrizza- oU) di aperti)

zioni regolari intorno a z: h~! o g & un diffeomorfismo perché a(V)
composizione di diffeomorfismi, dunque x = h{v)

x=gu) ~ "
h
dgy =d(ho(h ' og)), =dhyod(h " og)y A N\ h'(g(U))

S—— U h- g )
isomorfismo 5 %
g'(h(v))

quindi Imm(dg,,) = Imm(dh,). v

Proposizione 4.1.2. Se M C R* ¢ una varieta tale che dim M = m, allora dim T,M = m Yz € M.

U = WnM

Dimostrazione. Dato U C R™ aperto, se g: ¢ una parametrizzazione locale,

u x
allora 3z € W’ con W' C W aperto, e F : W/ — R™ C® tali che w’
: N N g F
Flo., = gil\wme’ dunque (di), = Idgm = dF}, o dg,, percio dg, e 2 N
iniettiva e quindi dim 7, M = m. Ung (W) ———-R™

O]

Adesso vogliamo definire il differenziale di mappe C'* tra varieta.

Definizione 4.1.5. Date M C RF ¢ N C R¢ varieta, se f : M — N & C°, allora AW C R* intorno
aperto dix € M e F: W — RY tale che F, 1l differenziale di f in x ¢ dunque la mappa
dfs == dFy, ,, : T.M — R

Lemma 4.1.3. df, ¢ ben definito e dfy(T:M) C Ty N.

wnMm = f‘WnM'
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Dimostrazione. Vogliamo mostrare che df, non dipende dall’estensione F', ma solo da f. Supponiamo
g: U — M h: V. — N
u — oz C v
rispettivamente, a * € M e y € N. A meno di cambiare U, possiamo supporre che

che dim M = m e fissiamo due parametrizzazioni locali intorno,

g(U) C W. Abbiamo quindi il diagramma commutativo di mappe C* a fianco. Dunque T ?
dF, (dgu(R™)) = dhy(d(h™ o f 0 g)u(R™)) C Imm(dh,) = T,N U
T e
—> dFy,.,, =dhyod(h™' o fog),o(dg,) ™" O

non dipende da W né da F'

Esercizio 38. Verificare le sequenti proprieta dei differenziali di mappe tra varieta:

1. d(go f)z = dgf(x) odfy;
2. seldy : M — M, allora d(1dpr), = Idypr Vo € M;

3. se M' C M sono varieta ei : M' — M ¢ la mappa di inclusione data da d(i)y, allora T,M' C T, M
come sottospazio.

o)

Osservazione 21. Se f: M — N ¢ un diffeomorfismo di varieta, allora df; : T, M = Ti@)N € un
isomorfismo Yxr € M.

Definizione 4.1.6. Data f : M — N mappa C* tra varieta, con dimM = m e dimN = n, se
rank(df;) < mn, allora x € M ¢é un punto critico per f, altrimenti si dice punto regolare.

Se y € N ¢é immagine di un punto critico, allora é un valore critico di f, altrimenti si dice valore
regolare. In particolare, se f~1(y) =0, allora y & un valore regolare.

Nel seguito supponiamo m = dim M = dim N = n.

Proposizione 4.1.4. Data f: M — N C*,

@ se x € M ¢é un punto regolare per f, allora la restrizione di f é un diffeomorfismo tra un intorno
di x e un intorno di f(x);

@) se M ¢ compatta e y € N ¢ un valore regolare per f, allora |f~1(y)| < +oo.

Dimostrazione. (I) A meno di restringere U, possiamo supporre f(g(U)) C h(V). Seg: U — g(U) C M
¢ una parametrizzazione locale intorno a x e h: V.— h(V) C N ¢ una parametrizzazione locale intorno
a y, allora df, odg, = dhy,od(h™' o fog), ﬂ Per il Teorema della funzione inversa,

hlofogy, U =V = f . =h, o ofog), og  :gU)—h(V)

g
@) Poiché f ~1(y) € M & chiuso in un compatto, & compatto e inoltre & discreto, perché, per @), possiamo

definire un diffeomorfismo: 3U intorno di = € f~!(y) tale che fio + U = fU), cony € f(U), e
71 y) NU = {z}, percid [f(y)] < +o0. O

Lemma 4.1.5 (Pila di dischi).
Date M, N wvarieta, se M e compatta, f: M — N ¢ C® ey € N ¢é un valore regolare per f, allora
3V C N intorno di y tale che |f~1(y))| = |f 1 (y)| Vo' € V.

Dimostrazione. Se f~(y) = {x1,..., 7} e N, U, — f(Ui) =V, con U intorno di z; e i =1,...,k,
allora

2dgu e dh, sono isomorfismi.
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=<é%>\f<M\£JlUi>

ma M\ U U; & chiuso in un compatto e quindi compatto, f(M \ U Us; ) e immagine di un @
=1

compatto, percio compatto in uno spazio T, dunque & chiuso e, di conseguenza V & aperto.

Adesso supponiamo dim M = m e dim N = n qualunque.

Teorema 4.1.6. Se f: M — N & C°, allora linsieme dei valori regolari di f € denso in N.

Dimostrazione. Useremo (senza dimostrare) il seguente

Teorema 4.1.7 (Brown). Dato U C R™ aperto, se f : U — R" f(C)

e C°, allora linsieme dei valori regolari di f é denso in R™. f
5(U) it @ h(V)
Sia C = {x € M| rank(df;) < n = dim N} C M l'insieme dei

punti critici di f. Possiamo supporre che f(g(U)) C h(V), con '"T ”y
_h'f.g h

g 1(C) = {punti critici di h=! o f o g}, dunque
U

m 2

n

VAR o fog(gH(C) = V\RTH(f(O)) R R
¢ denso in V, quindi A(V)\ f(C) lo & in h(V), percio N \ f(C) = {valori regolari di f} € densoin N. [

Lemma 4.1.8. Se M, N sono varieta tali che dimM =m >dimN =n, f: M — N eC® ey e N ¢
un valore regolare per f, allora f~1(y) C M ¢ una varieta di dimensione m — n.

Dimostrazione. Se x € f~1(y), poiché y & regolare, allora df, : T,M — T,N.
Poniamo dunque K = Ker(df,) C 7.M C R¥, dove M C R*¥ e dimK = m —n, e sia L : RF — R™™"

lineare, con L, : K — R™™" isomorfismo.

Esercizio 39. Se N, N’ sono varieta tali che dim N = n e dim N’ = n’, allora N x N’ ¢ una varieta tale

che dim(N x N') =n+n' e T, ) (N x N') 2 TyN & T, N'.

F:- M — NxRm™n - ) )
r — (f(CC)7L(x)) allora de(U) — (dfz( ),L( ))

Notiamo che, se df,(v) = L(v) = 0, allora v = 0, quindi, poiché z € M & regolare per F';, 3U C M intorno

di = tale che Fj,, : U =5 V sia un diffeomorfismo, con V intorno di F(z) = (v, L(y)).
VN (y x R™™") ¢ diffeomorfo a un aperto di R"" e F da un diffeomorfismo tra F~!(V N (y x R™™")),
intorno di z in f~1(y), e VN (y x R™™™). Quindi f~!(y) & una varietd di dimensione m — n. O

Esercizio 40. Se

Esempio 33. La sfera S"~' C R" ¢ una varieta di dimensione n — 1.

Infatti, la funzione foRU = 9 R 2
r — 224422
Jflz = 221,...,22,). Se C = {punti critici di f} = {(0,...,0)}, allora 1 € R\ f(C) = R\ {0} ¢

regolare, percio f~1(1) = {z € R* |23 + .- + 22 = 1} =: S"~! C R" & una varieta di dimensione n — 1.

e C® edf, : R” — R & rappresentato dal vettore

Lemma 4.1.9. Se M, N sono varieta tali che dimM =m >dimN =n, f: M — N e C® ey e N
¢ un valore regolare per f, allora, chiamando la varieta M' = f~'(y), T.M' = Ker(df,) Yz € f~(y) e

dfa) (TeM)E = T,N.

$Notiamo che dim(N x R™™™) = m = dim M.

(Te M)+
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Mt M

Dimostrazione. Questo diagramma f M'l o lf di mappe C* tra varieta € commutativo, quindi

{y}p — N
dfz)_,,, = {0}, cioe T M’ C Ker(dfs), percio, poiché dim M’ = dim Ker(df,) = m—n, T, M’ = Ker(dfs).
Quindi d fx|(T P (TeM")t — T,N & iniettiva e dunque & un isomorfismo. O

Esempio 34. Applichiamo il Lemma per calcolare gli spazi tangenti delle sfere:

data Jo RU— 9 R sia "t = f7Y(1). df, ¢é dato da (J f), = (221, ...,2%,), quindi

r o i+t

n
dfe(v) =23 20, =2z -v=0<=v Lz, percio T,S" ' = Ker(df,) = z+ C R".
i=1

Vogliamo arrivare a dimostrare il

Teorema 4.1.10 (Brower).
Una mappa continua D" = {x € R" |z} + --- + 22 < 1} — D™ ha un punto fisso.

Per fare cio, dobbiamo ampliare la classe delle varieta in modo da includere D".

4.1.1 Applicazione di quanto visto

. . . . e . n(n—1)
Esempio 35. Il gruppo delle matrici ortogonali O(n) & una varieta di dimensione ———=.

n(n+1)
2

fioMm) s Sn) =R

A — AA
S(n) = {matrici simmetriche n x n}, allora O(n) = f~1(Id) = {matrici ortogonali n x n} C M(n). Se
A € f71(1d), allora

Infatti, se M(n) = {matrici reali n x n} = R" e e C, dove

de(B):lim f(A+€B)*f(A) — lim (A+5B)(A+€B)t—AAt

e—0 IS e—0 IS

= AB' + BA!

Questa applicazione ¢ surgettiva: data C € S(n) e A € O(n) = f~1(Id), possiamo trovare B € M(n)
tale che AB' + BA* = C. Se C = %C + (%C’)t, allora basta trovare B tale che BA! = %C. Ad
esempio, B = %C’A funziona, dunque dfs : TaM(n) — TaS(n) & surgettivo VA € f~1(Id) e quindi
2 n(n+1) _ n(n—1)
2~ 2

f~1(1d) = O(n) ¢ una varieta di dimensione n

4.2 Varieta con bordo

Definizione 4.2.1. Sia H™ = {(z1,...,%m) € R™|zy > 0} che si dice semispazio superiore.

Definizione 4.2.2. M C RF ¢ una varieta con bordo di dimensione m, se ogni x € M ha un intorno
diffeomorfo a un aperto di H™.

Tali diffeomorfismi g: UNH™ — g(UNH™) C M si dicono parametrizzazioni locali.

Il bordo di M ¢é l'insieme OM dei punti che sono immagine di un punto di OH™ = {x € R™ |z, = 0}
tramite qualche parametrizzazione locale.

4.2.1 Spazi tangenti

Data una mappa g : U N H™ — R¥ C*, con U C R™ aperto, se u € U N H™\ H™, allora g definita
su un intorno di z in R™ e dg, € 'usuale differenziale. Se v € U N 90H™, allora dg, e definita come
dgy, dove g ¢ qualche estensione di g ad un intorno di u in R™. Questa mappa lineare non dipende

dall’estensione scelta di g: se g € un’altra estensione e {u;} — w € una successione tale che x,,(u;) > 0,
1——+00

allora dﬁui = dg,, Vi > 0, perché g e E coincidono su intorni di u;, ma quindi

dg,,

= lim dg,, = lim dg,, = dg,.

i——400 i——+o00
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Definizione 4.2.3. Dati M C R* wvarieta con bordo tale che dimM =m, x € OM e g: UNH™ — M
parametrizzazione locale intorno a x tale che g(u) = x, con u € UNIH™, se g := estensione di g a un
intorno di x in R™, allora lo spazio tangente a M in x ¢ T,M = dg,(R™) C R*.

Come nel caso di varieta senza bordo, le mappe C°° tra varieta con bordo hanno differenziali ben
definiti e valgono le usuali proprieta (in particolare, la regola di composizione).
E naturale aspettarsi che il bordo di una varieta con bordo sia a sua volta una varieta.

Proposizione 4.2.1. Se M ¢ una varieta con bordo tale che dim M = m, allora OM ¢é una varieta
(senza bordo) tale che dimOM =m — 1.

Dimostrazione. Idea: 0H™ = R™~! dunque, dato z € OM, se g : UNH™ — M ¢ una parametrizzazione
g(unH"

locale tale che g(u) = x, con w € UNJH™, allora la restrizione h(vaH™)
Yvooum  UNOH™ — g(UNOH™) C M g/ (d N’
¢ un diffeomorfismo, quindi, se g(UNOH™) = g(UNH™)NOM,

allora OM sarebbe una varieta tale che dim M = m — 1. : ‘ UnH™ _f'g | vaH" . :

Per costruzione, ¢ ovvio che g(UNOH™) C g(UNH™)NOM. . e

o Ty
Per assurdo, siay € g(UNH™)NOM tale chey ¢ g(UNOH™). Pe;rJ definizione di OM, 3h : VNH™ — M
parametrizzazione locale tale che h(v) =y, con v € VNIH™. Inoltre, y = g(u), conuw € UNH™\ OH™,
h~tog: UNH™ — R™

u — v

h~! o g si estende ad un diffeomorfismo da un intorno U’ di u ad un intorno V' di v. Questo perd non &
possibile, perché in tal caso esisterebbero punti di V' provenienti da U’ \ H™, ma, per costruzione, tutti
i punti di V’ devono provenire da U' N H™ 4. O

dunque & C* e d(h™!og), & un isomorfismo per costruzione, percio

Lemma 4.2.2. Date M C R* varietd senza bordo tale che imM =m e g: M — R C®, se 0 €R ¢
un valore regolare per g, allora {x € M | g(x) > 0} ¢ una varieta con bordo g~1(0).

Dimostrazione. Se {g > 0} C M ¢ un aperto, allora ¢ una varieta con carte locali date dalle intersezioni
con le carte locali di M. Sia ora z € g71(0): 0 & un valore regolare per g, percio dim Ker(dg,) = m — 1.
. m—1
L :RF — R™! ¢ lineare tale che Liyera ¢ un isomorfismo e Fo M= R <R
er(dgz) T — (L(ac),g(x))
dF; € un isomorfismo, dunque F' induce un diffeomorfismo tra un intorno U di x in M e un intorno V di
(L(x),0) in R™ x R, ma

¢ tale che

FHR™ ! xRs)NV=H"NV)=Un{g >0}
quindi F' induce una carta locale intorno a z. O

Esempio 36. D™ = {zx € R™|2? + --- + 22, < 1} CR™ ¢ una varieta con bordo OD™ = S™ 1.

g: R — R
. m > 00 m o _ ¢
Infatti, 13 a2 e C®, D™ ={g >0} e0€R ¢ un valore regolare per g, dunque,
i=1

infine, g~1(0) = S™ L.

Lemma 4.2.3. Date M, N wvarieta tali che dimM = m > dimN =ne f: M — N C*, se M ha
bordo e y € N ¢ un valore regolare sia per f che per f,, , allora f~Yy) ¢ una varieta di dimensione
m —n con bordo Of L(y) = f~1(y) NOM.

Dimostrazione. Usando le parametrizzazioni locali, ci si riduce a dimostrare ’enunciato per M = H™ e
N =R"™ y € R" ¢ dunque regolare per f : H™ — R" e per f|,,,,. Dato T € fHy), se T € Int(H™),
allora il ragionamento gia fatto per varieta senza bordo mostra che f~!(y) & una varieta in un intorno di
T. Se T € OH™, allora consideriamo g : U — R™, con U C R™ intorno aperto di Z, un’estensione C'*° di

f tale che g, m = flynum- A meno di restringere U, possiamo supporre che g non abbia punti critici
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in U, quindi, g~!(y) C U & una varieta di dimensione m — n, per quanto gia visto. Se 7 : g~ (y) — R

.. I H™ — R f
e restrizione di ,allora f~H(yY)NU ={z e g ! w(x) >0}, H™ — R™
(@1 ) — T =) {zeg(y)|n(z) =0}
Per concludere, basta verificare che 0 € R € un valore regolare per Tl -1 abbiamo OH™ flogm

-1 _ _ _ _
(7r|g_1(y)) 0) = f~Yy)NnOH™. Sex € fl(y)NOH™, allora Tzg~'(y) = Ker(dgz) = Ker(dfs)
ha dimensione m — n, perché y ¢ un valore regolare per f. Dunque y ¢ valore regolare per f, . .

e K = Ker (d(f‘é)Hm)E) = Ker (dffleaHm) ha dimensione m —n — 1, ma m —n — 1 < m, percio
Ker(dgz) € Tz0H™ = Ker(drz), quindi drz,. ) # 0 e di conseguenza 0 ¢ un valore regolare per .
T~ (y)

In conclusione, f~1(y) NU & una varieta di dimensione m — n con bordo df~1(y) NOH™ = n~1(0). O
Fatto 4.2.4. Ogni varieta compatta di dimensione 1 (con o senza bordo)

¢ diffeomorfa a un’unione finita di copie di S' e di intervalli chiusi di R. Q o O \ /
(Una dimostrazione si trova nell’appendice del Milnorino.)

Lemma 4.2.5. Se M ¢ una varieta compatta con bordo, allora f : M — OM applicazione C™ tale
che fi,,, = Idons-

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che 3f : M — 9M i cui valori regolari in M siano densi e
sia y € M uno di essi. Poiché f, = Idgn, y € regolare anche per f,, , quindi, per quanto visto, fy)
¢ una varieta compatta di dimensione dim M —dim dM = 1 con df1(y) = f~(y) NOM :E| {y}. Peril
Fatto ¢ assurdo, perché i bordi di varieta di dimensione 1 hanno un numero pari di punti. O

Corollario 4.2.6. L’identita Idgn—1 : S"~1 — S"~! non si estende a una mappa C>° D" — S"~ 1.
Lemma 4.2.7. Vg : D™ — D™ mappa C*° Jx € D™ tale che g(x) = x.
Dimostrazione. Per assurdo, sia g : D™ — D™ (C° senza punti fissi. Possiamo usare g per costruire

una f : D™ — S™~! mappa C™ tale che figm = Idgm-1: per x € D™, sia u = II§:ZE£;H € S”_l

Vogliamo costruire f della forma f(z) = x + tu. Ricaviamo ¢:

l=(z4tu) - (z+tu)=z-2+2@ - u)t+ u-uwt?=t=—-z-ut\/(z-u)? -z z+1

zx—x-g(x)
llz—g(=) )
t =0, dunque f(z) = z. Questo mostra che f & C™ e tale che f|5ﬂ%1 = Idgm-1, ma cio ¢ assurdo, per il

Lemma [4.2.5] O

Se (z-u)?—z-x+1=0,alloraz-x=1,cioe z € S" ! ma, in tal caso, v - u = > 0 e inoltre

Teorema 4.2.8 (Brower). Ogni mappa continua G : D™ — D™ ha almeno un punto fisso ¥Ym > 1.

Dimostrazione. Poiché D™ & compatto, usiamo il seguente

Teorema 4.2.9 (Approssimazione di Weierstrass).
Ve > 0 3Pi(x) : R™ — R funzione polinomiale tale che || Pi(z) — G(z)|| < e Vo € D™.

Notiamo che Vo € D™ |[Py(z)|| < |[Pi(z) — G(z)|| + |G(2)|| < € + 1, dunque, posto P(z) = &)

tale che Py, : D™ — D™, supponiamo, per assurdo, che G(x) —x # 0 Vx € D™ e, di conseguenza,
chiamiamo p := miDn ||G(z) — x| > 0. Scelto € > 0 tale che fﬁ < 1, abbiamo
xeDm™

P1 (:E) 1
1P@) = Gl = | G@ﬂ‘ @) = e+ DG <
<—L%MN@—G@W+MQ@M<—§¥<
Ser1! e+1 o H
ma, per € ~ 0, P(z) # x Vo € D" contraddice il Lemma poiché P : D™ — D™ & C°. O

Yf =1Idom.
®Notiamo che, poiché = # g(z) Vx € D™, ||z — g(x)|| # 0 Yz € D™.



58

CAPITOLO 4. TEORIA DELLE VARIETA



Teoria del Grado

5.1 Grado mod 2

Adesso vogliamo arrivare a mostrare che, se M € una varietd compatta senza bordo e N ¢ una varieta
connessa tali che dim M = dim N, f : M — N & una mappa C* e y,1y’ € N sono valori regolari per f,
allora | f~(y)| = |f~'(¥')|] mod 2 e poi vogliamo definire deg, f = |f~'(y)| mod 2.

Definizione 5.1.1. Date M, N varieta, due mappe C* f,g : M — N si dicono C°°-omotope, se
IF : M x [0,1] — N C° tale che F(x,0) = f(z) e F(z,1) = g(x) Vo € M.

Lemma 5.1.1 (Omotopia).
Date M, N wvarieta, con M compatta, tali che dim M = dim N =m, sey € N & un valore regolare per f
e g simultaneamente, allora |f~1(y)| = |¢g7(y)| mod 2.

Dimostrazione. Sia F': M x [0,1] — N omotopia C*° da f a g. Sappiamo che 3V} C N aperto intorno
di y € N tale che |f~1(v')] = |f~(y)| V&' € V4 e IVa C N analogo intorno di F(y)

y € N tale che [g7'(y/)| = |[¢7'(y)| ¥/ € Va: basta dunque mostrare la tesi per f(y) A _gly)
un punto di V3 NVa. Se y € V4 N V4 & un valore regolare per F, allora F~1(y) .%
¢ una varieta di dimensione 1 con bordo <

OF My)=F~ ' (y)no(M x [0,1]) = F ' (y) N (M x {0} UM x {1}) = fH(y) Ug~'(v)
In conclusione, | f~(y)| + |97 (y)| = [0F 1 (y)| =0 mod 2. O

Definizione 5.1.2. Date M, N warieta, un’omotopia C*° F : M x [0,1] — N tra due diffeomorfismi
F: M — N

f,9: M — N si dice isotopia, se la mappa r s Flat)

¢ un diffeomorfismo Vt € [0,1].

Lemma 5.1.2 (Omogeneita).
Se N ¢ una varietd connessa e y,z € N, allora 3h : N — N diffeomorfismo tale che

(1) h(y) = z;

(ii) h éisotopo a Idyn tramite un’isotopia a supporto compatto: 3K C N compatto tale che y,z € K
€ ht|N\K = IdN\K Vit € [O, 1]

Definizione 5.1.3. Il grado di f mod 2 ¢ degy(f) := |f~'(y)| mod 2, con y € N wvalore regolare.

Teorema 5.1.3. Date M wvarieta compatta e N connessa tali che dimM = dim N, se y,z € N sono
valori regolari di f : M — N C°, allora

(i) 1f )l = 1f71(2)| mod 2;
(ii) se g: M — N é C®-omotopa a f, allora degy(g) = degy(f).

99
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Dimostrazione. (i) Per il Lemma Jh : N — N diffeomorfismo isotopo a Idy tale che h(y) = z.
Se y & regolare per f, allora z & regolare per h o f, dunque
Mx[0,1] 2% Nxp,1] N
(z,t) — (f(x),t) — H(f(x),t)

dove H o f x Id & un’omotopia C*° da ho f a f e H ¢ un’isotopia da h a Idy.

Percio, per il Lemma 511} |f ()| = |(ho f)"1(2)| = |/~ (y)| mod 2

(ii) Siano g : M — N C*°-omotopa a f e y € N un valore regolare per f.

Sotto le attuali ipotesi, I'insieme dei valori regolari di f & un aperto: C' = {punti critici di f} C M & chiuso
in un compatto, quindi & compatto, dunque f(C) & compatto in N, percio e chiuso e, di conseguenza,
N\ f(C) = {valori regolari di f} ¢ aperto. Poiché i valori regolari di g sono densi in N, Jy valore regolare

sia per f che per g, quindi, per il Lemma degs(g) = |97 ()| = |f~'(y)| mod 2 =degy(f). O

Idgn : S" — S7 . St — 5"
S non & C*°-omotopa alla mappa costante Cxo

Esempio 37. .
r — x r — X

Infatti, degy(Idgn) =1#0 :B degs(Cay)-
Definizione 5.1.4. Si dice che y,z € N sono isotopi, se 3h : N — N isotopo a Idy tale che h(y) = z.

Osservazione 22. L’isotopia tra punti é una relazione di equivalenza.

Riflessiva, y € isotopo a y Yy € N;

Simmetrica, se y € isotopo a z, allora z ¢é isotopo a y: se H : N x [0,1] — N ¢ l'isotopia da h a Idy, allora

Nx[0,1] — Nx[01] & N 2 N

¢ l'isotopia da h~! a Idy;
(z,t) —  (x,1—1)
Transitiva, se y & isotopo a z e z é isotopo a w, allora y ¢é isotopo a w: se H : N x [0,1] — N & 'isotopia da

h a Idy tale che h(y) = ze G : N x [0,1] — N & l'isotopia da g a Idy tale che g(z) = w, allora

N % [0,1] A N« [0, 1] SN I'isotopia da g o h a Idy tale che g(h(y)) = w.

Dimostrazione. (Lemma [5.1.2)) Poiché N & connessa, basta mostrare che ogni classe di equivalenza ¢
un aperto di N. Usando carte locali, si verifica facilmente (per Esercizio) che ¢ sufficiente far vedere che
Vo > 0 e Vz € R™ abbastanza vicino a 0 dh; : R™ — R™ isotopia tale che hg = Idgm,

= IdRm\B(;(O) [§] hl(O) = Z. 1R p

A Rx : ix , A€ O(n) e tale _é/\g R
che Az = (||z][,0,...,0), basta dimostrare I'affermazione per z = (a,0...,0). R
Prendendo per buona la loro esistenza, siano p : R — R O tale che 0 < p(z) <1 _/\
Vo € R, p(z) =0V|z| >cep0) =1leo:R"™ — RC®taleche 0 <o) <1 5 | & R
Vo € R o(z) =0 V|z| > 6 e o(0) = 1.
{ht: R"=RxR™! — R™"=RxRm"!
() — (z+to(y)p(z)a, y)
hi1(0) = (a,0,...,0) = z. Fuori da {|z| < ¢, ||y|| < 0} ht = Idrm V¢ € [0,1]. Rimane da verificare che
{ht}efo,1) © un’isotopia Va sufficientemente piccolo:

ht'Rm\Bé )

A meno di sostituire h; con Ao hs o A7L, dove

} definisce un’omotopia C'*° da Idgrm a hj e
te[0,1]

o Ny ¢é bigettiva Vt € [0, 1]: infatti, ristretta a ogni retta {y = cost.}, z — x + to(cost.)p(x)a, se
deriviamo rispetto a z, allora otteniamo 1+to(cost.)p’(z)a e dunque, se |to(cost.)p/(x)a| < 1, allora
hi(z) > 0. Poiché |p/(x)| & limitata, se a & abbastanza piccolo, allora la disuguaglianza vale, quindi
h; & bigettiva ristretta alle rette {y = cost.} e percio e globalmente bigettiva;

'Ogni = # o & valore regolare per ¢, € ¢z, (z) = 0.
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[1+tp(@)o(y)a | * \
0
e h; ¢ un diffeomorfismo locale: poiché dh; = . e det(dhy) # 0 Vt € [0, 1],
; Id

per a abbastanza piccolo, h; ¢ un diffeomorfismo localcze e percio & un diffeomorfismo globale. O
Esempio 38 ( Idgn : S™ — 5™ non ¢ C*°-omotopa alla mappa costante 5;1 : in Ve € S,
perché chiaramente degy(Idgn) = 1, mentre la mappa costante, non essendo suriettiva, ha gr?zdo 0.
Esempio 39. Se A SZ : fl ¢ la mappa antipodale, allora degy(A) = 1, percio questo non
ci basta per capire se A sia C°°-omotopa a Idgn oppure no.

Vedremo che la risposta dipende da n, ma, per rispondere, dobbiamo “raffinare” la nostra teoria.

5.2 Grado (su 2)

Definizione 5.2.1. Dato un R-spazio vettoriale V' di dimensione n, due basi di Vb = (vi,...,v,) e
n

b= (v],...,v},) definiscono la stessa orientazione su'V se e solo se b, = E%aijbj, con det(a;;) > 0.
J:

Un’orientazione su V ¢é una classe di equivalenza di basi [b]. Se dimV = 0, allora non ci sono basi e
un’orientazione €, per definizione, una scelta tra “+17 e “—17.

Osservazione 23. R" ha una base canonica e quindi un’orientazione canonica che indicheremo Oy.

Osservazione 24. Un isomorfismo L :V — V' induce una mappa

{orientazioni di V} — {orientazioni di V'}
[b] — [Lb]

Infatti, se b = Y ai;bj;, allora L(V}) = 3 ai; L(bj) Vi=1,...,n.
P =1

Definizione 5.2.2. Una varieta orientataE] di dimensione m ¢ una coppia (M,Q), dove M ¢é una
varieta di dimensione m e O = {Oglzem € una famiglia di orientazioni degli spazi tangenti (O, é
Uorientazione di T M ) tale che Yx € M 3g : U — g(U) € M parametrizzazione regolare intorno a x,
con U CR™ oppure U C H™, tale che dg,(Op) = Oy(uy Yu € U.

Spesso g € detta compatibile con O.

Osservazione 25. Se (M,0) é una varieta orientata, allora (M,—0O) é una varietd orientata, dove

0= {Oa:};teM e -0 = {_Om}xGM-

Infatti, possiamo trovare una famiglia di parametrizzazioni locali compatibili con O e aventi domini
U tutti uguali a palle centrate nell’origine di R™ ﬂ Componendo ciascuna parametrizzazione locale di
tale famiglia con la restrizione della riflessione (x1,...,zy) — (1,..., —Zy), si ottiene una famiglia di
carte compatibili con —O.

Osservazione 26. Se dimM =1 e OM # (), allora la definizione di orientazione va modificata. Per
esempio, l’argomentazione che, se O & un’orientazione su M, allora anche —O ¢ un’orientazione su M
non funziona con la definizione che abbiamo dato.

Definizione 5.2.3. Se M ¢ compatta e connessa, con OM # 0, allora un’orientazione su M ¢ una
famiglia O = {dp¢(Oo) }rejo,1), dove @ : [0,1] — M ¢ un diffeomorfismo.

20M # () & possibile.
3Basta opportunamente comporre con traslazioni e restringere i domini di una qualunque famiglia compatibile con O.



62 CAPITOLO 5. TEORIA DEL GRADO

Proposizione 5.2.1. Se M ¢ una varieta connessa (anche con bordo), allora M ammette al piu due
orientaziont.

Dimostrazione. Per dim M > 1, fissata O = {O, } famiglia di orientazioni su M, si ha che VO' = {O. }.em
orientazione 0 O, = O, 0 O, = =0, Vx € M. In altre parole, O, € {O0,, -0, }.

Poniamo A = {x e M |0, = O,} e B={x € M |0, = —0O.}. Sicuramente ‘%
AU B = M. Poiché M ¢& connessa, basta mostrare che A e B sono aperti. / r\

Le dimostrazioni per A e per B sono simili, quindi vediamo solo quella per A: 9 9

per x € A, siano g : U — g(U) e ¢’ : U — ¢'(U’) parametrizzazioni locali o'g @
compatibili, rispettivamente, con O e O intorno a . r¥;g/ )

Se Oy = [base canonica di R™], allora dg,(Op) = O, :E 0!, =dg.,(Op) se e solo se
dgyt 0dgl,(Og) =d(g™ 0 ¢ ) (Op) = Op <= detJ(g7 0 ¢')w >0

che rimane vero su un intorno di v’ per continuita, dunque Vv’ in un intorno di v’ dg, ' o dg’,(Op) = O,
dove v = g1 o ¢/ (V') <= dgu(O0) = Oyp) = Oy vy = dg.,(Op), percio O, = O, ¥y in un intorno di z,
cioe A ¢ aperto.

Invece, per M compatta, dim M = 1 e M # (), siano {dp:(Og)} e {dvt(Op)} due orientazioni date da

o

©,% : [0,1] — M diffeomorfismi. Poiché 9)=! o : [0,1] — [0, 1] ha derivata non nulla ovunque, posto
e:=sgn ((¢v o) (t)), abbiamo d(¢p ! 0 ¢)(Op) = £y se e solo se dgpy(Og) = ediy(Og) Vt € [0,1]. O

Definizione 5.2.4. M := (M,0) e —M = (M, —0O) sono varieta orientate.

5.2.1 Orientazione indotta sul bordo

Data M varieta con bordo di dimensione m > 1, se x € dM, allora T,0M C T.M, dove T,OM & un
iperpiano di dimensione m — 1 e dim7,M = m. Un’orientazione su M determina la scelta di uno dei
semispazi di T,M \ T,OM: se g : UNH™ — ¢g(U N H™) ¢ una parametrizzazione compatibile con
lorientazione, allora dg,(R™\ OH™) = T, M \ T,OM e dg,(H™ \ 0H™) ¢ il semispazio scelto.
Verifichiamo che non dipende dalla parametrizzazione:

se h : VN H™ — h(V N H™) ¢ un’altra parametrizzazione regolare intorno a x compatibile con
I'orientazione e h(v) = x, allora, a meno di restringere U e V, h™*og : U N H™ ZLVnH

710 u . o, .
T.(UN H™) = R™! xR d(h—>g) T,(V. N H™) = R™! x R ha determinante positivo, perché g, h

sono compatibili con l'orientazione. d(h~! o g), manda R™! = T,0H™ in R™! = T.OH™. Se
W= og(t,y) = (61(t,y), d2(t,y)), allora S22 (u) = lim P2eteem)=é2lv) 0 e

e—0t

J(h ™t og)u = %‘%H

dunque d(h=! o g),(H™) = H™ e percio dg,(H™ \ OH™) = dh,(H™ \ OH™). 2
X'
Definizione 5.2.5. [ vettori di T,OM nel semispazio “canonico” si dicono interni, M ‘“ﬁ}

X

semispazio
“canonico” in T.oM

mentre quelli nel semispazio complementare esterni. M

Lemma 5.2.2. Data M wvarieta orientata di dimensione m > 1 con bordo, se x € OM e (v1,v2,...,Un)
¢ una base positiva di T, M tale che vy é esterno e (ve,...,vy) € base di T,OM, allora 'orientazione
[v2, ..., vy] indotta su T,OM non dipende dalla base scelta.

Dimostrazione. Fissata una parametrizzazione locale g : UNH™ — g(U N H™) intorno a x compatibile
con l'orientazione, se = g(u) e u € U N JH™, allora dg; }(v1) € R™™! x R ha ultima coordinata < 0 e

4Poiché z € A.
*hlogmanda UNH™ in VN H™.
6> 0, perché la matrice & non singolare.
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dg;'(v;) ce Thanulla Vi = 2,...,m. Se (v],v},...,v),) & un’altra base con le stesse proprieta, la matrice

di cambiamento di base e
A 0---0

M = i

con A > 0, perché le ultime coordinate di dg,!(v1) e dg, !(v}]) hanno lo stesso segno. Inoltre, det M > 0,

perché (v1,...,vm) € (V],...,v),) sono entrambe positive e M coincide con la matrice di cambio di
base (vi,...,v.,) — (v1,...,0m). Quindi det A > 0 e, poiché A & la matrice di cambiamento di base
(v, ... vh) — (va,...,vm), si ha la tesi. O

Esempio 40. Una base come sopra si ottiene tramite una parametrizzazione locale del tipo

m

UnH

m ~
4 g(UnH™) ™ ;X
v;=dg (u,) )

dmM=1,0M= 2, M compatta vi=dg(u), =2, ..m

17 vettore esterno
yettore — = ¢
Intelrno g orientazione ‘+1’
orientazione ‘-1’

C (R%,O%an)

Esempio 41.

orientazione
positiva

Esempio 42. Siano D" C R™! la palla di raggio 1 e S™ = OD™ . Ogni spazio tangente di D"t ¢
identificato con R"1, dunque D"t eredita un’orientazione da R, percio D™ & una varietd orientata
con bordo e di conseguenza anche S™ € una varieta orientata.

Definizione 5.2.6. Una varieta compatta, orientata e senza bordo si dice chiusa.

Siano f : M — N, con M varieta chiusa e N connessa tali che dim M = dim NV, e oM, (’)N @

le rispettive orientazioni, se x € M & un punto regolare per f, allora df, : T.M = Ti(x) : ;
1 df.(OM (’)N Uy

F1se dfef M) n- Sey € N ¢ un valore regolare

=1 sedf.(0;) =-0,

per f, allora possiamo definire deg(f,y) == > sgn(dfx) €z @
zef~1(y) y

¢ un isomorfismo, con sgn(df,) = {

Proposizione 5.2.3. deg(f,y) é costante su un intorno diy € N.

Dimostrazione. Possiamo metterci in una situazione (come a fianco) in cui g, h sono parametrizzazioni

regolari compatibili, rispettivamente, con OM, OV, M > g(U) f sy h(V)C N
sgn(df;) > 0 <= detJ(h~! o fog), > 0 che & vero in un intorno di u,

dunque, per il Lemma della pila di dischi, deg(f,y') = deg(f,y) Yy’ gT - hT

in un intorno di y. U ofeg 1%
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Lemma 5.2.4. Date X wvarieta compatta, orientata e con bordo, N varieta connessa e orientata tale che
dmX =dimN+1eF:X — N C®, sey € N ¢ un valore regolare per f = F|,, :0X — N, allora

deg(f,y) = 0.

Dimostrazione. Per la densita dei valori regolari di F' e il fatto che un intorno di y & composto da valori

regolari di f, possiamo supporre che y sia valore regolare anche di F, dunque F~!(y) ,
¢ una varietd compatta di dimensione 1 con bordo F~1(y)NoX = f~1(y). X
F~!(y) & unione finita di archi e cerchi: sia percio A C F~!(y) uno degli archi.

Osservazione 27. Se a,b € f~(y), allora sgn(df,) + sgn(df,) = 0. A ={a} U {b}

Fissato un diffeomorfismo ¢ : [0, 1] =, A che parametrizza A, poniamo v, (t) = dei(1) € Ty A, con
1eRe [1] = Oy Vt € [0, 1], dunque si ha E(t)X = 7:p(t)A @ (%(t)A)L, dove E(t)A = Ker(de(t)) e
dF, (T At = TyN.

01, e Te0d) y
Fissiamo (wy, ..., wy,) base positiva di T,N e poniamo vy(t) := dF(p_é) (w;), con i =2,...,m, V¥t € [0, 1].

Osservazione 28. (v1(t),va(t), ..., vm(t)) & una base di T,y X positiva Vt € [0,1] o negativa Vt € [0,1].

g: U — g(U)

u — ()
positiva, allora, per continuita, dg;* (vi(t’ )) ¢ positiva Vt' in un intorno di ¢ m
Dalla connessione di [0, 1], segue I’Osservazione

A meno di cambiare ¢, possiamo supporre che (v1(t), v2(t), . .., vm(t)) sia una W
base positiva di T, X Vt € [0,1]. ;

Osserviamo che v1(0) ¢ interno, mentre vy (1) ¢ esterno. Fissiamo (v),...,v
base di 7,0)0X tale che (de(o) (vi))z sia una base positiva di 7,N.

Infatti, se ¢ una parametrizzazione locale compatibile e la base dg; ! (v;(t)) ¢

2

La matrice del cambio di base (v1(0),v2(0),...,vm(0)) — (v1(0), v, ...

in T;N, quindi (v1(0),v5,...,v},) & una base positiva di To(0) X, ma dF, )

rrm

det B > 0, perché B ¢ la matrice di cambio base dFy ) (vi(O))Z2 — dF o) (vj){Zy, entrambe positive
700X dfe() € f = Flyx
/

dunque, poiché v1(0) ¢ interno, (vy,...,v,) ¢ una base negativa di T,)0X e percio, per costruzione,

sgn(df y0)) = —1.

Analogamente, in (1), poiché vi(1) & esterno, si ha sgn(df,1)) = +1. Sommando su tutti gli archi,

otteniamo d(f,y) = Y. sgn(df;) =0. O
zef~1y)

Il prossimo Lemma, come il precedente, ¢ analogo a quanto visto in Grado mod 2.

Lemma 5.2.5. Date due varieta orientate M chiusa e N connessa tali che dim M = dim N e un’omotopia
C® F :1]0,1] x M — N tale che f(z) = F(z,0) e g(x) = F(z,1) Va € M, sey € N ¢é un valore
regolare per f e g, allora deg(f,y) = deg(g,y).

Dimostrazione. La varieta [0,1] x M & un prodotto, percio, in quanto tale, acquisisce un’orientazione da
quelle di [0,1] ed M.

Esercizio 41 (Costruzione generale). Se V e V' sono due spazi vettoriali con orientazioni O = [b] e
O’ =[], allora l'orientazione prodotto su Va V' ¢ Ox O = (b, V)], dove (b,1) ¢ la giustapposizione
delle due basi.

"Se & negativa, vale lo stesso.
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Date due varieth M e M’ con orientazioni OM e OM', poiché Tizay(M x M) = ToM & Ty M’
Y(z,2') € M x M’, & facile verificare che su M x M’ & definita un’orientazione “prodotto” OM x OM'
tale che (OM x OM/)(a:,x’) = OM x (’)y/ V(z,2') € M x M'.

Consideriamo quindi [0,1] x M con l'orientazione prodotto di quella canonica su [0,1] con quella su
M esistente per ipotesi. Quindi, se b ¢ una base positiva di 7,M, allora (1,b) ¢ una base positiva di
Tit,0)([0,1] x M) Vt € [0,1]. Inoltre, [0,1] x M & una varietd con bordo 9([0,1] x M) =0x M U1 x M.
Determiniamo 'orientazione indotta sul bordo:

poiché (1,0) € T(o,4)([0,1] x M) = To[0,1] @ T, M & interno e (1,0) € T1,,([0,1] x M) = T1[0,1] & T. M
¢ esterno, il bordo orientato & 9([0,1] x M) =1 x M U0 x (—M).

Per quanto visto, Yy’ in un intorno di y abbiamo deg(f,y’) = deg(f,y) e deg(g,vy’) = deg(g,y), quindi,
usando come al solito la densita dei valori regolari, senza perdita di generalita, possiamo supporre che y sia
un valore regolare per F', dunque, per il Lemma si ha deg (F|8([Oyl]xM>,y) = 0. Poiché F|,_, = f
e I}, ,, = g, tenendo conto delle orientazioni, abbiamo deg (Fla([o,l]xM)) = deg(g,y) — deg(f,y) e quindi

deg(f,y) = deg(g,y). O

Come in Grado mod 2, possiamo dimostrare I'indipendenza di deg(f,y) dal valore regolare.

Teorema 5.2.6. Date due wvarieta orientabili M chiusa e N connessa tali che dim M = dim N, se
f:M— N ¢é¢C*® ey,z € N sono valori regolari per f, allora deg(f,y) = deg(f, z).

Dimostrazione. Per il Lemma Jh : N — N diffeomorfismo isotopo a Idy tale che h(y) = z:

consideriamo v 01 — {il} , dove (dht)y(OéV) = 6(’),];;(t) e {h:} ¢ 'isotopia. Notiamo che

t —

(2) 1 & localmente costante ﬂ

Queste due osservazioni e il fatto che [0,1] sia connesso implicano (dh),(O)) = (’)}]L\i ) ¥t € [0,1]. In

particolare, dhy((’)év) = ON, quindi deg(f, y) = deg(ho f, 2) ﬂ D’altra parte, z e regolare per f e f,ho f
sono C'*°-omotope tramite 'omotopia {h;o f}, percio, per il Lemma deg(ho f,z) =deg(f,z). O

Corollario 5.2.7. In virtu del Teorema data una mappa f : M — N tra varieta (come
nell’enunciato), possiamo definire il grado di f intero come deg(f) := deg(f,y) € Z, con y € N wvalore
regolare.

Osservazione 29. Per il Lemma m se f e g sono C*®-omotope, allora deg(f) = deg(g).
Esempio 43. Data M wvarieta chiusa e orientata,

M — M

1) se Coo *
T >

é la mappa costante, allora deg(cg,) = 0;
2) se f: M — M ¢é un diffeomorfismo, allora deg(f) € {£1}, in cui deg(f) = +1 se e solo se
df.(OM) = O%x) Ve e M.

Corollario 5.2.8. Se f: M — M ¢ un diffeomorfismo tale che df,(OM) = —OM per qualche x € M,
allora f non ¢ C°°-omotopa né a Idys né a una mappa costante.

st — st

Esempio 44. Considerando S' = 0D? C R? = C, calcoliamo deg ( T L s ok >, conkeZ.

8Si verifica usando parametrizzazioni locali e il solito argomento di continuita col determinante Jacobiano.
90vviamente z & un valore regolare per h o f.
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C

— N .
L C'™ e possiamo calcolare (df;); usando Fj,

. . L . F.: C
Dimostrazione. Poiché f}, si estende a k .

con 1 € S'. Notiamo che 7;C = Span(1,i) D 715! = Span(i): se T Fg : e% , allora 7/(0) =i e
/ . d d ik0 . S1 q:
(df1(7'(0)) = (dF)1(d) = — | Fe(v(0)) = | €™ =ki
do|,_, do|,_,

) 1 1

ciod dfy: TTS" — TS & un isomorfismo se e solo se k # 0. \/ 1
z  —  kz

Se k =0, allora fo(z) = 2° = 1, cioe f & costante e deg(fy) =0 = k.

Supponiamo dunque k # 0 e mostriamo che 1 € St & regolare per fi: si ha f; '(1) = {z € S|k =1},
cioe¢ l'insieme delle radici k-esime dell’unita. Se ¢ € f,;l(l), allora fi,(C2) = ¢F2F = 2F = f1.(2), cioe la
moltiplicazione per ¢ € f; 1 ¢ un diffeomorfismo di S! isotropo a Idg: ¥z € S', dunque ha grado 1 e
(dfe)1 - d(¢-Y e = (dfx)¢ & un isomorfismo V(¢ € f,;l(l), percid 1 ¢ un valore regolare per fi. Poiché
¢ ~1Idg1, sgn (d(¢-71)¢) = +1 e quindi

deg(fr) = deg(fr,1) = Z sgn ((dfk)c) =keZ
cefi ')
In particolare, se k # 0, allora f, : S* — S* NON si estende a una mappa D? — S!. 0

Generalizziamo "Esempio

Proposizione 5.2.9. Se p(z) € C[z] é un polinomio a coefficienti complessi e W C C ¢ una regione
compatta con bordo liscio sul quale p(z) non si annulla, allora il grado di ﬁ : OW — St ¢ pari al

numero di radici di p(z) appartenenti a W contate con le loro molteplicita.

Dimostrazione. Siano zg,...,z, € W le radici di p e Dy, ..., D, C W i dischi disgiunti rispettivamente
centrati in tali radici

Se W' =W\ U D;, con OW' = oW U U dD;, allora £ [py Si estende a w’.

=1
0D; )

> =0 <= deg ( P )
ow’ Pl law

molteplicita di z
come radice di p(z)

dunque ¢ sufficiente mostrare che, se p(z) = (z — 20)%q(z), con q(z) # 0 e £ > 1, e Dy ha raggio r

A causa delle orlentazmm

deg < i

@

d
; eg(\m

)

w:=w\U D,

abbastanza piccolo da non contenere altre radici di p, allora deg ﬁ ’8D ) =/
0

g: S' — 9Dy

Innanzitutto osserviamo che c¢’¢ un diffeomorfismo che conserva 1’orientazione
z — zo+rz

i

.. P pog 1 1 o zeq(zo-l—rz)
quindi deg( |p|‘6DO) deg (‘pog‘ St — S ) e dunque £ [po g‘( z) = TaGotra) °

Se definiamo 1'omotopia C* St x [0, 1] — ST ponendo hy(z) = Zaleottra) ooy ho(z) = e%z¢, dove

lg(z0+trz)] *
eifo — ‘quog‘ e hi(z) = |Z zg|( z). Poiché ¢ : §' — S1 & un diffeomorfismo isotopo all’identita, ha grado
i fe: St o— St , .
1 e deg <|pog|) = deg(e" fy) = deg(fy) = ¢, dove Loy ot © la mappa dell’Esempio |44 [J
~ . n+1 n+1
Esempio 45. Data i (@ R ni1) : ( R - ) calcoliamo il grado di r; : S™ — S™.
1yeeosTptl vy =Ty

Qui 8D ¢ orientato in senso antiorario.
1 Cioe la mappa che cambia segno all’i-esima coordinata.
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Dimostrazione. r; € un diffeomorfismo, quindi si tratta di capire se conserva oppure inverte 1’orientazione

di S™. Per comodita, controlliamolo nel punto ¢; = (0,...,1,...,0) € S™.
’Te " — <6Z’>J_ _ <—67;>J_ _ ﬁl(el)sn m

i

e|
La mappa 7; € lineare e ha matrice analoga all’ld, ma con —1 in posizione (i,1), /
quindi det(7;) = —1, dr; = r; e manda la base b = (e;,e1,...,€i—1,€i41,...,€n4+1) di ri(ei) = -e
Te,R"1 = Span(e;) @ Te,S™ in b’ = (—e;, €1, .. ,€i—1,€i41,- -, ent1) di T, R = Span(—e;) ® T_,S™,
percid una sola tra b e b induce l'orientazione canonica Op su R"™1 tuttavia e; € R*™t = T, D" ¢
—e; € R¥ = T_. D" & anch’esso esterno. Inoltre, (dr;)e, = d’r}misn = ﬁ'Span(ei)J— = Idgpan(e;) L percio

(€1,...,€i—1,€it1s---,€nt1) non pud indurre 'orientazione di bordo sia su 7., S™ = Span(e;)* che su
T, S™ = Span(—¢;)* = Span(e;)*, dunque sgn ((dr;)e,) = deg(r;) = —1. O

Corollario 5.2.10. Se 2 i : iﬁ ¢ la mappa antipodale, allora deg(A) = (—1)

In particolare, se n & pari, allora A non ¢ C*°-omotopa a Idgn.

n+1

Dimostrazione. Scrivendo A =7, 10---orgory, si ha deg(A) = (—1)"*! (il grado & moltiplicativo). [

Definizione 5.2.7. Se M C R* ¢ una varieta C>® con o senza bordo, allora un campo vettoriale
(tangente) su M ¢ una mappa C* v : M — R* tale che v(x) € T,M Yz € M.

Quindi un campo vettoriale tangente su S C R"*! & una mappa C*® v : S* — R™! tale che
v(z) -z =0Vre S

Definizione 5.2.8. Pern > 1, se Jv : S — R™ campo vettoriale tangente tale che v(x) # 0 Yz € S™,
allora S™ si dice pettinabile (o parallelizzabile).

Domanda: per quali n > 1 la sfera S™ & pettinabile?
Risposta parziale: sicuramente, se n e dispari, allora S™ e pettinabile. Infatti, il campo tangente

v S2k71 SQkfl C R2k
(xl,.'EQ,...,ka_l,fEQk) ? (1?2;_351,~--a$2k7_$2k—1)

con k > 1, ¢ liscio e v(z) - & = 0 Vo € S?F~1,
Proposizione 5.2.11. Se n é pari, allora S™ non ¢ pettinabile.

Dimostrazione. Per assurdo, sia v : S® — R"™! un campo vettoriale tangente tale che v(z) # 0 Vz € S,

dunque possiamo definire la mappa v(x) := |ZE§§\ : 8™ — S™: chiaramente T(z) - x = 0 Vo € S™.

. . . . A: S — §"
Osservazione 30. Usando U, possiamo definire un’omotopia C*° da Idgn a s g la

mappa antipodale.

Tuttavia, deg(A) = (—1)"*! = —1, quindi, per quanto visto, una tale Nelpiano
omotopia non puo esistere e tale contraddizione implica che il campo v
non puo esistere. Dimostriamo percio I’Osservazione Span(x, V(x)) : V(x)
S™ % 10,1] — S _

(z,t) — cos(mt)x + sin(nt)v(z) / X
ovviamente Span(x, ¥(x)) n S

Definiamo ’omotopia
n

F(x,t) - F(z,t) = cos®(nt)x - x + sin®(nt)v(z) - 5(z) = 1

Inoltre, F(z,0) =z e F(x,1) = —x Vo € S™ e chiaramente F' ¢ C*°. O
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5.3 Indici di zeri di campi vettoriali

Siano U C R™ un aperto e v : U — R™ un campo vettoriale (cioe, in particolare, una mappa C*). Se
z € U ¢ tale che v(z) =0 e z & uno zero isolato di v, allora B.(z) non contiene altri zeri di v oltre z per
Ve: OBc(z) — S™1l=0D™

€ > 0 sufficientemente piccolo e consideriamo la mappa : . N ||UEI§H
v

Definizione 5.3.1. L’indice di v in z ¢ i(v,z) = deg(v.) € Z, dove le sfere B-(z) e S™ ! sono
orientate come bordi dei corrispondenti dischi.

Osservazione 31. Se ¢ > 0 ¢é piccolo nel senso detto, i(v,z) non dipende da €.

e 0B1(z) — O0B:(x)
T — Z+ex

le orientazioni. Infine, se €, > 0 sono sufficientemente piccoli, allora Vteq (1-t)e’ © Vet (1-)e definisce

un’omotopia C*° da U 0o a Ve 0 ), dunque deg(v:) = deg (Ve 0 1)) = deg(vV.s 0 o) = deg(ve).

r: U=R’=C — C

. € un campo vettoriale con 0 € C come unico zero (e dunque
z —

Notiamo che deg(v.) = deg(v: 01e), dove e il diffeomorfismo che conserva

<

Esempio 46.

é isolato), percio i(vy,0) = deg (Uk\aBl(o)) =k.

Esempio 47.

Esempio 48.

&\ 22N
Esempio 49. l I’

N
N

o N

deg = +2

Siano M C R* una varieta di dimensione m, w : M — R¥ un campo vettoriale tangente e z € M
uno zero isolato di w. Data g : U — ¢(U) C M una parametrizzazione regolare locale intorno a z, con
U C R™ aperto, possiamo definire un campo vettoriale £ : U —s R™ ponendo &(u) := (dg™ ")y (w(g(u)))
Vu e U.

Definizione 5.3.2. E chiaro che g 1(2) € U sia uno zero isolato di &, quindi definiamo lindice di w in
z come i(w,z) =i(&, g7 (2)) € Z.

Fatto 5.3.1. i(w, z) é ben definito, cioé non dipende dalla parametrizzazione locale intorno a z.

Linea della Dimostrazione. Se h : V. — h(V) C M & un’altra parametrizzazione locale intorno a z,
allora su V' & definito il campo n(v) = dhy ! (w(h(v))). Inoltre, ¢ = h™! o g definisce un diffeomorfismo
tra un aperto U’ C U e un aperto V' C V contenenti, rispettivamente, g~ 1(2) e h=!(z). Per di pit,
deu (§(u)) =n(e(w)) YueU"

La questione si riduce a capire se, dati un diffeomorfismo ¢ : U — V tra aperti di R™ e due campi
vettoriali £ : U — R™ e n: V — R™ tali che ug € U & uno zero isolato per &, vg € V € uno zero isolato

per 1, (ug) = vy e dpy(£(u)) = n(e(u)) Yu € U, allora i(£, ug) = i(n,vo).
1° passo: si dimostra (per Esercizio) che si puo supporre ug = vp = 0 € R™;

2° passo: se @ conserva l’orientazione, allora si deforma a Idy tramite una famiglia {¢; : U — R™} di mappe
iniettive tali che dy; siano isomorfismi. Dunque i(dg; !(1),0) € Z & localmente costante, quindi
costante e percio i(§, ug) = i(n, vo);
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3° passo: se  non conserva l’orientazione, allora la composizione ¢ o p della restrizione di ¢ con la riflessione
p di una palletta intorno a 0 la conserva, quindi vale i(£,ug) = i(n,v9) per p e si conclude usando
il fatto che p = (¢ o p) o p. ]

Data una varieta M con o senza bordo, la caratteristica di Eulero X' (M) ¢ un invariante del suo tipo di
omotopia che si definisce nel modo seguente.

Definizione 5.3.3. Un m-simplesso in R*, con k > m, & inviluppo convesso di m~+1 punti affinemente
indipendenti po, p1, . .., pm € RF, cioé

m
Al = {topo+t1p1+"'+tmpm’ Zti: L0<st < 1}
i=0

Una faccia di A ¢ Uinviluppo convesso di un sottoinsieme dei punti che lo generano.
Un complesso simpliciale ¢ un’unione di simplessi contenuti in R che si intersecano a due a due in
0 oppure in una faccia.

Fatto 5.3.2. Ogni varieta M é omeomorfa a un complesso simpliciale (finito, se M ¢é compatta). Se
M ¢ compatta e dunque M = C, con C complesso simpliciale finito, allora X (M) = > (—1)"5;(C) € Z,

dove S;(C) ¢é il numero di i-simplessi di C.

Fatto 5.3.3. F una buona definizione e X (M) dipende solo dal tipo di omotopia di M.

Teorema 5.3.4 (Poincaré-Hopf).
Se M C RF & una varieta compatta con bordo, w : M — RFE & un campo vettoriale tangente con zeri
isolati tale che wy,, ¢ esterno Vx € OM, allora ). i(w,z)=X(M).

zew—1(0)
2

Corollario 5.3.5. > i(w,z) non dipende dal campo w.
z€w~1(0)

Esempio 50. M = D?: i(w,0) = +1 = X(D?) e infatti

Y i(w,z) = —1+2=+1=X(D?).
zew~1(0)

Lemma 5.3.6 (Hopf).
Se X CR™ ¢ una varieta compatta con bordo, con dim X =m, v: X — R™ ¢ un campo vettoriale con

. m—1
zeri isolati tale che v, ¢ esterno Vo € 90X, allora ) i(v,2) = deg( g: 90X — § ), dove

z€v—1(0)

A S

ng L T,0X é la normale esterna unitaria in x.

Dimostrazione. Dette {B:(z;)} le pallette disgiunte intorno agli zeri di
v, consideriamo W := X \ JB:(z;) e OW = 0X UJ( — 0B:(z)). Se
v(x) = % : W — ™71 & O™, allora deg (7),,,) = 0. Poiché v &
esterno, 3h(z,t) = (1—t)v(z)+tg(x) omotopia C* tra v, e gV € 9X,
quindi 0 = deg (7),,,,) = deg(g) — > i(v, ;). O

J
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Useremo il Lemma di Hopf per dimostrare il Corollario del Teorema di Poincaré-Hopf nel caso
particolare in cui gli zeri del campo v sono di un tipo specifico, detto “non degenere”.

Definizione 5.3.4. Dato un campo vettoriale v: U — R™, con U C R™ aperto, z € v~(0) ¢ uno zero
non degenere per v, se dv, : T,U =R™ — R™ ¢& non singolare.

Osservazione 32. Se z ¢ uno zero non degenere per v, allora v ristretto ad un intorno di z € un
diffeomorfismo e dunque z € uno zero isolato di v.

Lemma 5.3.7. Dato U C R™ aperto, se v: U — R™ ¢ un campo vettoriale e z € U & uno zero isolato
- +1 det(dv,) > 0
non degenere, allora i(v,z) = S€ (dv) .
—1 se det(dv,) <0
T—z - Rm™ R™M
u — u—z

Linea della Dimostrazione. Se 1'applicazione e un diffeomorfismo che conserva

lorientazione e 0 € U’ = T_,(U), allora 0 € (v)~(0) & non degenere per v' e [ %\Uﬁ“ R™
(dv")o = d(v o T%)o = dv. o T%, dunque sgn (det(dv’)g) = sgn (det(dv.)), percid ——"

possiamo assumere che 0 € U, det(dv,) #0Vu e U ev: U = v(U) € R™ sia un diffeomorfismo:
1° caso: se det(dv,) > 0 Yu € U, allora v ¢ isotopo a Idy, dunque i(v,0) = i(Idy, 0) = +1;

2° caso: se det(dv,) < 0 Yu € U, allora, a meno di restringere U, possiamo supporre U = B.(0). Se
p : B:(0) — B-(0) & una riflessione, allora il campo v o p conserva 'orientazione, quindi 3{¢;}
isotopia tra vo p e Idpg_(g), percio {¢; o p} ¢ un’isotopia tra v e p e dunque i(v,0) = i(p,0) = —1. OJ

Lemma 5.3.8. Data M C R* varieta e w : M — R* campo vettoriale tangente, se zg € M ¢ uno zero
+1  se det(dw,,) >0

isolato non degenere, allora dw,, : T,,M — T,,M ¢ tale che i(w, zp) = )
g o 0 (w, 20) {—1 se det(dw,,) <0

Dimostrazione. Se h : U — h(U) & una parametrizzazione regolare locale intorno a z, allora, per u € U,

v(u) = dhy ' (w(h(u))) & un campo vettoriale “pull-back” di w su U. Se ug = h™!(z0) ¢ uno zero isolato
m

di v e, per definizione, i(w, 29) = i(v, ug), allora v(u) = > vj(u)ej, conv; : U — R C® Vj=1,...,m.
j=1

Per definizione di v, abbiamo dhy (v(u)) = w(h(u)), quindi, posto ¢; = dhy,(e;),

dw., (t;) = dws, (dhyy(e5)) = d(w o h)y,(e;) = 88% (woh(u)) = E)auj (dhy(v(w))) =
— i (i vl(u)dhu(ez)> 12 i 8vi . tj c ’TZOM
Ou; uo \i=1 i=1 Ou; “o

dunque dw,, (7T, M) C T, M. Inoltre, det(dw,,) = det (6152(?) ‘uo) = det(dv,,) e, per il Lemma [5.3.7]
si ottiene la tesi. O

Fatto 5.3.9. Se M C R* ¢ una varieta chiusa, allora PN
£

N.={z €R* : ||z — y|| < & per qualche y € M}
per € > 0 abbastanza piccolo, é una varieta di dimensione k con bordo.
Tale N; a volte ¢ detto intorno tubolare di M.

2i(uo) =0 Vi=1,...,m <= v(ug) = 0.
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Fatto 5.3.10. Se M C RF ¢ una varietd chiusa, allora Uapplicazione

{(z,v) € M xRF|v e (T,M)* : |jv|| <e} — N.
(z,v) — T+

N — M
r+v — T

per € > 0 abbastanza piccolo, é una bigezione e la mappa " e C.

Teorema 5.3.11. Se M C R* ¢ una varietd chiusa e v : M — R* & un campo vettoriale con zeri non
degeneri, allora Ve > 0 abbastanza piccolo

: k-1
Z i(v,z)—deg(g' ONe — § )

T = Ny
zev—1(0)
dove ng & la normale esterna unitaria in x € ON. In particolare, . i(v,z) non dipende da v.
zev=1(0)

Dimostrazione. Con un’idea come quella a fianco, estendiamo v ad un campo w
esterno lungo dN, con stessi zeri e indici di v e applichiamo il Lemma di Hopf. 1 M

. : N — R . N
: definiamo la mappa C* 14 c 5 e calcoliamone
r oz —r@)]
il differenziale dy. Dati z € N. e v € T, N,

pla+tv) —p@)=(z+tv—r@+tv) (zr+tv—r@+tv) = (z—r®) - (z—-r(x) =
=z +2x-v—2x-r(x+tv) +t2v-v—2tv-r(z+tv) +r(z+ ) —zr+ 22 r(z) - r(z)? =
=2tv- (z —r(z+tv)) + t*0 v+ 7z +tv)? —r(@)? + 2z(r(z) — r(z + tv))

dunque, sottraendo e sommando la quantita r(z + tv) - r(z), si ha

p( + 1) — p(z)
t

r(@)(r(z +ttv) — (@) + 22 - r(z) = rt(x +t) — 20 (z—r(2)) +2(r(z) — z) - drg(v)

r(x + tv) - (1“(95 + tv) — T(az)) N
t

=2v- (z—r(z+tv) +tv-v+

_l’_

ma dry : T Ne — Tp)yM, quindi dry(v) € Ty )M, mentre r(x) — x € 7;($)MJ'.
Dunque (r(z) — z) - drz(v) = 0 e concludiamo che dp,(v) = 2v - (z — r(2)).

: se M C R¥ ¢ una varieta e f: M — R & C, allora df, : T,M — R & lineare Vo € M,
M — T,M* = T,M

dunque il prodotto Euclideo su T, M identifica T, M* con T, M e quindi
r +— dfy +— Vs

¢ il campo gradiente di f.

Nel abbiamo calcolato Vi, = 2(3: - r(az)) e, per x € ON,, abbiamo g(x) = |I§£zll = xiz(x),
perché T,ON. = Ker(dp,) = (Vpg)*.

Definiamo w(z) := v(r(z)) + = — r(z) Va € N. e notiamo che, se « € N, allora

v(r(z)) - <x - r(x)) N (@ —r@)(x—r(x)) e

=—=>0
€ €

w(z) -g(x) =

quindi w & esterno lungo N;. Poiché v(r(z)) L (z —r(z)) Vo € N,
w(z) =0<=v(r(z)) =0Az=r(z) <=z € M Av(z) =0

percio w ha gli stessi zeri di v.
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: calcoliamo i(w, z) per z € v~1(0) C M.

Sezev 1 (0)C Me &€ T.M, allora

dw.(§) = d(v(r(z)) +x —r(2)),() =dv. 0 dr.(§) +d(z—r(x)),(§) = dv.(§)
SN—— N—

=¢, perché =0 perché
Ty =1dm (z=7(2))),,=0
Se, invece, € € (T M)+ , allora
,—/ZT —~ —_—— o~
dun(€) = tim WUEFO) Z0(r@) |y 2ot —a bl
t—0 t t—0 t
quindi
dw, = %H = det(dw,) = det(dv,) = i(w, z) = i(v, 2)
dunque, per il Lemma di Hopf, deg(g Z i(w, z) = E i(v, 2). O
z€w~1(0) z€v—1(0)

Esempio 51. Calcoliamo X (S™) usando il Teorema di Poincaré-Hopf.
v: S — R+

Data N p_(p.z)'x,conp€Sm,sexESm,allorav(x).x:p.x—p.xzo,dunque

v € un campo vettoriale tangente. Percio,
v(x):0<:>p:(p'x)-:cz1:p-p:(p-:z:)2:>p-a:::|:1:>:c::|:p:1}_1(0):{:I:p}

Calcoliamo gli indici di v nei suoi zeri:

0

4p+tE)) - (p+t
dvip(i):%LHév(ip+t£t)—v(ip):%Lr%p—(p-( p+t§))‘( P+tl) | %i_r)r(l)p:!:(j:tp—l—t&)

dunque dvy, = +Id7; ,sm, percio £p sono zeri non degeneri tali che
i(v,p) = det(dvy) = (-1)™ e i(v,—p) =det(dv_p) =1

quindi, per il Teorema di Poincaré-Hopf,

, .
xX(sm= 3" i,z { P
(0)

0 m dispari
zev—1 p

e e (+p)*
1Seguiva dalla pettinabilita di S™.
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